Algebre linéaire 1

1 Applications linéaires :

1.1 Rang de f?:

FE est un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit f € AE)

1- Montrer que rg(f?) = rgf — dim(ker f N Imf)

2- En déduire que dim(ker f2) < 2dim(ker f)

SOLUTION :
1- Introduisons f la restriction de f & Imf. f e Im(f) — F

(x)
Alors Im(f) = f(Im(f)) = Im(f2) et ker(f) = ker f N Imf
Le théoréme du rang appliqué & Im f donne :
dim(Imf) = dlm(Im(f)) + dlm(ker(f))
soit : rg(f) = rg(f?) + dim(ker f NImf) , ce qui donne bien la formule demandée.

2- Par le théoréme du rang,
n — dim(ker f) = n — dim(ker f?) + dim(ker f N Imf)
et donc dim(ker f2) = dim(ker f) + dim(ker f N Imf)
enfin dim(ker f NImf) < dim(ker f) puisque ker f NImf C ker f
donc dim(ker f2) < 2dim(ker f)
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1.2 Dimension de ’image d’un sous espace :

FE et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Soit f € AE, F) et G un sous espace de E.
Montrer que dim(f(G)) = dim(G) — dim(ker f N G)

SOLUTION :

Introduisons fla restriction de f a G. f : G — FE
Alors Im(f) = f(G) et ker(f) =ker fNG
Le théoreme du rang appliqué & Im f donne :
dim(G) = dim(Im(f)) 4 dim(ker(f))
soit : dim(G) = dim(f(G)) + dim(ker f N G) ce qui est bien la relation demandée.
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1.3 Dimension de ’image réciproque :

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K , f € L(E, F) et G un sous espace vectoriel de F'.

a) Montrer que f~1(G) est un sous espace vectoriel de E.
b) Montrer que dim(f~*(G)) = dim(G r Im(f) + dim(ker f)

SOLUTION
a) f(0g) =0r € G donc O € f~1(G) et f71(G) n’est pas vide.

Vaz,y € f7HQ),VA €K, f(x + \y) = f( )J+Af(y) € G donc x4+ \y € f~HG)
~
eG e

f~Y@G) est donc un sous espace vectoriel de E.

b) Soit f la restriction de fa f~1(G): fYG) - F



e ker(f) C f1(G) donc ker(f) = f~1(G)nker(f) = ker(f)

e Soit y € Im(f), 3z € f‘l(g), y = f(z) = f(z) donc y e Gnlm(f)

d’ou il résulte que Im(f) C GnIm(f)
Réciproquement, soit y € Gnlm(f) alors y € G et Iz € E, y = f(x)

puisque y = f(z) € G, z € f~YG) et donc y = f(z) = f(z) € Im(f)
d’ott il résulte Iinclusion réciproque et finalement I'égalité Im(f) = Gnlm(f)
La formule du rang appliquée & fnous donne alors :
dim(f~1(G)) = dim(G  Im(f) + dim(ker f)
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1.4 Somme de deux projecteurs :

Soient p et ¢ deux projecteurs d’un espace vectoriel E sur le corps K.
1- Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
a) p + ¢ est un projecteur.
b) Poq + qop =0
€) Pog = gop =0
2- On suppose que p + ¢ est un projecteur.
a) Montrer que Im(p) N Im(q) = {0} et que kerp+ kerg = E.
b) Préciser les caractéristiques du projecteur p + ¢

SOLUTION
1- p et g sont des projecteurs, donc p,p =p et q,q =¢q
e p+ g est un projecteur <= (p+q)> =p+q
= PoP +Poq + @D+ qoq =p+¢q
~~ —
=p =q
< Poq+qop=0
On a ainsi montré que a) < b)
o Il est clair que ¢) = b)
Réciproquement, b) = p,q+ ¢,p =0
= DoPoq + PoGop =0  (en composant & gauche par p)
= Pod +Podop =0 (%)
et en composant a droite par p, DPogop + ¢oPop = 0
= PoqoP + gop =0 (*)
par différence des deux (*), pog — gop = 0 donc p,q = gop = 0 puisque leur somme est nulle.
On a ainsi montré que b) <= ¢) et les trois propositions a), b) et c) sont équivalents.
2- a) On suppose que p + ¢ est un projecteur.
e Soit x €Im(p) NIm(q). It € E, Iz€ E, x =p(t) = q(2)
alors p(x) = pop(t) = p(t) = x = poq(2) =0 car pog =0
donc Im(p) N Im(q) = {0}
eVx € E, x=p(x)+ (x — p(z))
q(p(z)) = gop(x) =0 car ¢,p=0 donc p(z) € kergq
p(z — p(x)) =p(x) —pop(x) =0 car p est un projecteur, donc z — p(x) € kerp
Donc E C ker p + ker g, 'inclusion réciproque étant toujours vraie, il y a égalité.
2-b) e Im(p+ ¢q) C Im(p)+Im(g) (immeédiat)
Or dim(Im(p+q)) =rg(p+q) =tr(p+q) (car p+ q est un projecteur)
= tr(p)+ tr(q) (la trace est linéaire)
=rg(p)+ rg(g) (car p et ¢ sont des projecteurs)
et dim(Im(p)+Im(q)) = dim(Im(p))+ dim(Im(q)) — dim(Imp N Img) (formule de Grassmann)
et puisque Im(p) N Im(q) = {0}  (la somme est directe)
dim(Im(p)+Im(q)) = dim(Im(p))+ dim(Im(q))
L’inclusion et 'égalité des dimensions entrainent que [ Im(p + ¢) = Im(p)+ Im(q) |

o Il est clair que kerp Nkerq C ker(p + q)

réciproquement, si « € ker(p + ¢) alors p(z) = —¢(z)

or p(z) € Imp et g(x) € Img donc p(z) € Imp N Img = {0} donc p(x) =0et g(z) =0
et x € kerpNkerq

Par double inclusion, on a montré que ’ ker(p + q) = kerp Nkergq ‘

Donc p + g est le projecteur sur Im(p)-+Im(g) parallélement & kerp Nker g
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1.5 Projecteurs

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie n.
On suppose que rg(f) +rg(Ildg — f) < n. Montrer que f est un projecteur de E.

SOLUTION :
Pour tout x € E, z = f(x)+ (Idg — f)(z)
donc E C Im(f) +Im(Idg — f). L’inclusion inverse étant vraie, il y a égalité.
D’aprés la formule de Grassmann,

dim (Im( )+ Im(Idp — f)) = dim(Imf) + dim(Im(Idg — f)) — dim ( Im(f) N Im(Idg — f))

— <n par hypothese >0

Donc  dim(Imf) + dim(Im(Idg — f)) =n et Im(f)NIm(ldg — f) = {0}
Pour tout z € E, f2(z) — f(z) = f ( f(z) —z) = (Idg — f) ( — f(z)) € Im(f) NIm(Idg — f) = {0}
donc f2(z) = f(z) et f est un projecteur.
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1.6 rg(f) = rg(f?)

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie n.
Montrer que rg(f) =rg(f?) <= ker(f)@Im(f)=F

SOLUTION :
Dans tous les cas Imf? C Imf et ker f C ker f2 ( immédiat )
e Supposons que ker(f) @ Im(f) =F
Imf est stable par f. Soit f Pendomorphisme induit par f sur Imf
ker f = Imf Nker f = {0} , donc f est injective. B
Ve eImf2, e E, z=f2(t)=f( f(t) )= f(f(t), donc f est surjective.
~~

eIm(f)
f est une bijection linéaire de Imf sur Imf? (isomorphisme), donc Imf et Tmf2 ont méme dimension et rg(f) =
rg(f?)
e Réciproquement, supposons que rg(f) = rg(f?).
Par le théoréme du rang, dim(ker f) = dim(ker f?)
et par I'inclusion ker f C ker f2, ker f = ker f2
Soit x € ker(f) NIm(f).
ek, x=ft)et f(x)=0 donc f2(t) = f(z) = 0.
t € ker f2? donc t € ker f puisque ker f = ker f2. Donc f(t) =0 ==
Ainsi ker(f) NIm(f) = {0} , la somme ker(f) @ Im(f) est directe.
Alors, dim(ker(f) ® Im(f)) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim £ (théoréme du rang)
et l'inclusion ker(f) @ Im(f) C E permet de conclure que ker(f) @ Im(f) = F
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1.7 Rang d’une somme

Soient f et g deux endomophismes d’un espace vectoriel £ de dimension finie n sur le corps K.

Montrer que @ rg(f +g) =rg(f) +rg(g) <~ { et Iile{ ? }rniir:g {:O};E
SOLUTION :
Vyelm(f+g), FxcE, y=(f+g)(z)=f(z)+gx)
—~ =~

€lmf €lmg
Donc Im(f +g) C Imf + Img

1)

d’ou rg(f + g) = dim(Im(f + g)) dim(Imf + Img) = rg(f) + rg(g) — dim(Imf N Img)

<
N
(1)
Il y a égalité entre rg(f + g) et rg(f) + rg(g) si et seulement si l'inégalité (1°), c’est & dire U'inclusion (1) est une
égalité et si dim(Imf NImg) =0
_ Im(f + g) =Imf + Img
Donc 15/ +9) =re(N) +rele) = { mqrOTm

& Supposons que rg(f + g) = rg(f) +rg(g)
- alors on vient de voir que Imf N Img = {0}
- dim(ker f + ker g) = dim(ker f) 4+ dim(ker g) — dim(ker f Nkerg) (Grassmann)

3



=n-—rgf+n—rgg —dim(ker f Nkerg) (formule du rang)
=2n —rg(f + g) — dim(ker f N ker g)
Montrons que ker f Nker g = ker(f + g)
Pinclusion ker f Nker g C ker(f + g) est immédiate.
réciproquement soit « € ker(f + g) :

(f+g)(x) =0donc f(x) =g(—z) et donc f(x) = g(x) = 0 puisque Imf NImg = {0}
\E?r,n-; €lmg

ce qui montre bien que = € ker f Nker g et termine la démonstration.
On peut alors écrire :

dim(ker f + kerg) = 2n —rg(f + g) — dim(ker(f +g)) =2n—n=n

(4 nouveau th. du rang appliqué a f + g)
L’inclusion ker f + ker g C F et 1’égalité des dimensions permettent alors de conclure a 1’égalité :
ker f +kerg=F

& Supposons maintenant que Imf NImg = {0} et ker f + kerg = FE
D’apreés le résultat préliminaire, il suffit de montrer que : Im(f + ¢g) = Imf 4 Img

- L’inclusion Im(f + ¢g) C Imf 4 Img ayant déja été montrée, il suffit de prouver que Imf + Img C Im(f + g)

- soit z € Im f + Img. Jz,y € E tels que z = f(x) + g(y)

- Puisque ker f + kerg = F | il existe a € ker f et b € kerg tels que x =a +b

et il existe ¢ € ker f et d € kerg tels que y =c+d
alors (f +g)(b+¢) = £(b) + £(c) + g(b) +9(c)
~ <~

et == f(2) +9(y) = f(a+b) 4 gletd) = L)1)+ 9(6) + gld) = F0) + 9(0)
0

0
on a ainsi montré que z = (f + g)(b +¢) € Im(f + g)
et finalement que Im(f + g) = Imf + Img
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1.8 Rang d’une composée :

Soient E, F' et G des espaces vectoriels sur le méme corps K. Soient f € L(E, F) et g € L(F,G) :

e L r 2 ¢
-_
9o f

a) Montrer que : 1g(g,f) = rg(f) — dim(ker g  Im f)
b) Montrer que : 18(g9,f) = rg(g) + dim(kerg + Imf) — dimF
c) En déduire a quelle condition rg(g,f) =rg(f) et a quelle condition rg(g,f) = rg(g)

SOLUTION :

a) Soit g la restriction de g a Im(f) :  Im(f) e

Im(gof) = g(Im(f)) = Im(g)

ker(g) = Im(f) Nkerg
En appliquant le théoréme du rang a g, on obtient : dim(Imf) = dim(Img) + dim(ker g)
soit 1 rgf =1g(g9of) + dim(Im(f) Nkerg)

b) D’aprés la formule de Grassmann puis le théoréme du rang,
dim(Im(f) + ker(g)) = dim(Im f) + dim(ker g) — dim(Im f  ker g)
=rgf +dim(F) —rgg — dim(Imf  ker g)
En reportant dans la formule de la question précédente, on obtient :
18(g0f) = rgf — dim(Im(f) Nker g)
=rgf + dim(Im(f) + ker(g)) — rgf — dim(F) +rgg
soit rg(gof) = rggdim(Imf + ker g) — dim(F")

c) o De la formule a) : rgf =1rg(gof) + dim(Imf N ker g)
on déduit que rg(g.f) =rgf <= ImfNkerg={0}
e De la formule b) : rg(g,f) = rgg + dim(Im f + ker g) — dim(F)
on déduit que rg(g,f) =rgg <= dim(Imf + kerg) = dim(F)
< Imf+kerg=F (compte tenu de I'inclusion Imf + kerg C F)

Rk ok ok ok sk ok sk ok ok kK ok sk sk sk ok sk sk k ok ok ok ok sk sk sk sk ok



1.9 Noyau et image d’une composée

Soient E, F' et G des espaces vectoriels sur le méme corps K. Soient f € L(E, F) et g € L(F,G).
a) Montrer que : Im(g,f) =Im(g) <= kerg+Im(f)=F
b) Montrer que : ker(g,f) = ker(f) <= Im(f)Nkerg={0}

SOLUTION :
g L Fr %
a) On a toujours  Im(g,f) C Im(g)
e Supposons que Im(g,f) = Im(g)
Soit x € F. Alors g(z) € Im(g) = Im(g,f) donc 3t € E, g(z) = gof(t)
On peut alors écrire z = f(t) + (x — f(t)) avec f(t) €Im(f) et z— f(t) Ekerg
(car gz — f(t)) = g(x) — gof(t) =0 )
On a ainsi montré que F' C ker g + Im(f) et il y a égalité car ker g et Im(f) sont des sous-espaces de F.
e Réciproquement, supposons que ker g + Im(f) = F
Soit y € Im(g). Iz € F, y = g(z).
Mais puisque ker g + Im(f) = F, Ja € kerg, 3b € Im(f), x =a+b et e € E, b= f(c)
alors y = g(z) = g(a+b) = Q\(QﬂLg(b) =g(f(c)) € Im(go f)

0
Donc Im(g) C Im(g,f) et il y a égalité.

b) On a toujours ker(f) C ker(g,f)

e Supposons que ker(f) = ker(g,f) -

Soit y e Im(f)Nkerg: x € E, y = f(x) et g(y) =0 donc g(f(z)) =0 et x € ker(g,f) = ker(f)
d'ou f(z)=0 et y=f(x)=0

Donc Im(f) Nker g = {0}

e Réciproquement, supposons que Im(f) Nker g = {0}.

Soit x € ker(g,f) alors go,f(z) =0 donc f(z) € Im(f) Nkerg = {0} donc f(z)=0 et x € ker f
On a ainsi montré que ker(f) C ker(g,f)
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1.10 Sous-espace de A E,F) :

FE et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et G est un sous espace de F.
On considére W = {u € L E,F), G C keru}

1- Montrer que W est un sous espace vectoriel de £ E, F)
2- Calculer sa dimension en fonction de celles de E, F et G

SOLUTION :

1- Notons w I’application nulle de E dans F.
e Puisque ker(w) = F, on a bien G C kerw de sorte que w € G et W n’est pas vide.

e Solent uetveWetdeK.
u et v sont deux applications liéaires de E dans F telles que G C keru et G C kerv
Vo € G, u(r) =v(x) =0 donc Yz € G, (u+ M)(z) =0 et G C ker(u+ \v)
il en résulte que u+ v e W
W est donc un sous espace vectoriel de Z{E, F)
2- Soient n = dim(E), p = dim(F) et m = dim(G)
G admet un sous espace supplémentaire H dans £ : G H=F
e Soit u € g(E,F)
Notons u,, et u|, les restrictions respectives de v a G et a H.
Vee FE, dr;1 € G, Jxo € H, t =11 + 9
u(z) = u(@1 + 22) = u(x1) + u(r2) = vy (21) + vy, (22)
ueW <= G Ckeru <= Vr; € G,u(r1) =0 <= Vo, € G,u,(r1) =0 <= u,=w
e Considérons alors I'application ® de A E, F) dans G, F) qui a u € HE, F) fait correspondre U
¢ AEF) — LG, F)
U Ut
L’équivalence u € W <= u|, = w <= ®(u) = w montre que W = ker ®
Par le théoréme du rang, on peut écrire :
dim(ZAE, F)) = dlm(k\e‘:;g) + dim(Im®)
soit dim(W) = dim(AE, F)) — dim(Im®)



Il reste enfin & montrer que ® est surjective : Pour tout application linéaire v € -Z(G, F), considérons I’application
w € LHE,F) qui coincide avec v sur G et qui est nulle sur H. Une telle application existe bien puisque £ =G @ H.
Alors ®(w) = w|, = v, ce qui montre que ® est surjective, c’est & dire que Im(®) = LG, F)
Finalement,
dim(W) = dim(AE, F)) — dim(Im®) = dim(HE, F)) — dim(ZG, F))
= dim(FE) dim(F') — dim(G) dim(F")
[ dim(W) = dim(F).(dim(E) — dim(G)) |
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1.11 Endomorphisme commutant avec tous les autres

Soit E un espace vectoriel sur le corps K et f € L(E)
a) Montrer que si Vo € E, f(z) est colinéaire & x alors f est une homothétie.
b) Montrer que si f € L(E) commute avec tous les endomorphismes de E, alors f est une homothétie.
c¢) Déterminer les matrices M € M,,(K) qui commutent avec toutes les matrices inversibles.
(VN e GL,(K), M.N=N.M)

SOLUTION
a) Par hypothése, Vo € E, I\, € K, f(z) = \p.x
Six #0, A\, est unique car A\;.x = Ao.x = (A1 —A2)x =0
= A1 =Xy car x#0.
Soient x et y non nuls.
e Si z et ysont lies, du € K, y = ux
fly) =Xy = flpx) = p.f(z) = prg.x = Appex = Ap.y
donc (A —Ay).y=0 et A=A,
o Si (x,y) est libre, f(z+y) = Agyy.(z+y) = fl2)+ fly) =Xsxz+ Ay
donc (Apqy — Az). &+ (Agpy — Ay)y =0
= Aoy = Az et Agyy =\, puisque (z,y) est libre.
donc A\ = Ay

Ainsi, IN e K, Vz € K, f(x) =Ax et donc| f=AIdg |.

b) Soit f € L(E) qui commute avec tous les endomorphismes de E.
Soit x un vecteur quelconque non nul de E.
Considérons alors la projection p sur la droite Vect(z) parallélement & un hyperplan H supplémentaire de cette
droite.
Par hypothése sur f, fop = pof
donc f(p(z)) = p(f(x))
-~ =
=x eIm(p)
donc f(z) € Im(p) =Vect(z) et IN € K, f(z) = A\
Il s’ensuit alors d’aprés a) que f est une homothétie.

c) Soit M € M, (K) qui commute avec toutes les matrices de GL,,(K).
V(Z,j) € {1, 2, ...,n}z, I, + Ei,j S GLn(K), donc M(In + Euj) = (In + El’j)M

— M—FMEZ,] :M—FE,‘J.M

= M.E;,; =FE,;;.M et par linéarité, M commute avec toutes les matrices de M, (K).
Alors, d’aprés a) appliqué aux matrices, 3\ € K, M = AI,
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1.12 * Rangs de f* ; indice de nilpotence

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K et f € L(E)
Pour tout k € N, soient 7, =rg(f*) et 0, =rp —7rxr1 (on convient que fO = Idg)
1-a) Montrer que & = dim(ker f » Imf*+1)
(on pourra considérer la restriction fi de f aTm )
En déduire que (dy) est une suite décroissante.

n
Montrer que pour tout k, 6y < —— . En déduire que la suite (dj) est nulle & partir d’un certain rang.

kE+1
b) Soit p le plus petit entier tel que 6, =0 (donc d,—1 #0)
Montrer que - si k < p, Im(f**1) ¢ Im(f*)



et que - si k> p, Im(fF) =Im(fP)
2-a) On suppose que f est nilpotente d’ordre 2. (f #0 et f2=0)

Montrer que rg(f) < g

b) Plus généralement, on suppose que f est nilpotent d’ordre p.  (fP~'#0 et fP=0)

Montrer que rg(f) < Py

SOLUTION : B
1-a) Soit k € N et f;, la restriction de f a Imf* :

mft 25 E
x — f(x)
Recherchons noyau et image de ]?k D
oVz elmf*, x € ker(fy) <= fu(z)=0
— f(x)=0
donc ker(fk) =Imf* Nker f
oWyeE, yeIm(fy) <= 3Irelmfr, y= fi(z)= f(x)
= el y=f(f*1)
_ < yeclmfrt!
donc  Im(fg) = Imfk+?
Le théoréme du rang appliqué a f, permet d’écrire :  dim(Imf*) = dim(Im f*+1) + dim(Im f* N ker f)
soit aussi : 7 = 741 + dim(Imf* N ker f)
et par différence, ’ Ok = 7% — Thr1 = dim(Imf* Nker f) ‘
e Six e Imfrt! alors 3t € E, o = f*1(t) = f*(f(t)) donc z € Imf*.
d’ott Im f*+1 C Im f*
alors Imf*!'Nkerf C Imf¥Nkerf, eten passant aux dimensions, 11 < 6
| La suite (d)) est donc décroissante (au sens large) |

Remarque : Cette décroissance de ¢ s’écrit aussi 0gpy1 = Trpt1 — Tkt < O = Tk — Tk+1 ,

Tk + Tk+2
ou encore Tpy1 < kT k2

On dit alors, par analogie aux fonctions, que la suite (r;) est convexe.

ey =rg—ri1=n—r1
0y =1r1—"T2
0y =19 —13
O)p =Tp — Thy1
En additionnant membre & membre,

do+01+...+0k=n—rrr; donc (k+1)6 <n dou op < ——
—_—

2(k+1)k <n

e L’inégalité 0 < 6 < kL—f—l montre que kEToo 0, =0

Mais comme (Jx) est une suite d’entiers naturels, puisqu’elle est de limite nulle, elle est nulle & partir d’un certain
rang (prendre £ = 1 dans la définition de la limite)

b)e Si p est le plus petit entier tel que ¢, = 0, la suite (J;) étant décroissante,
Vk < p, 6p =T — TRy > 1 done rp = 1g(f*) > rpyr = rg(fFh)
L’inclusion Im(f**1!) C Im(f*) est donc stricte.

e La suite (J;) étant stationnaire nulle & partir du rang p, Vk > p, d = rp — 141 = 0,

inclusion Im(f**1) C Im(f*) a laquelle s’ajoute I'égalité des dimensions entraine alors 1’égalité

Im(f#+1) = Im(f*)

La suite des images itérées, (Imf*) est donc strictement décroissante jusqu’au rang p, puis stationnaire a
partir de ce rang p.

2-a) Si fof =0 alors Imf C ker f et donc dim(Imf) < dim(ker f)
or, par le théoréme du rang, dim(Imf) + dim(ker f) = n

ot 2dim(Imf) <n et | rg(f) g%

2-b) Supposons que f soit nilpotente d’ordre p. Alors Imf? = {0} donc r,=0 et ¢, =0.
Le méme calcul de sommation fait en 1-a) montre que :
bo+0+..+dp1=n—1p=n



La suite (dy) étant décroissante, n = dg + 61 + ... + p—1 < p.dp = p(n — 1)

—1
donc p.ry < (p—1)n et finalement, | r1 = rg(f) < P=
p

Note : Ce résultat généralise celui de la question précédente :

2
Si f est nilpotente d’ordre 3, alors rg(f) < 3"

2 Matrices et applications linéaires

2.1 Produit de matrices rectangulaires :

-1 2 2
Soient A € M3 2(R) et B € My 3(R) telles que AB=| -2 3 2
1 -1 0

Montrer que BA =1, (on pourra d’abord calculer (AB)? puis déterminer rg(AB), rg(A), rg(B), rg(BA)....)

SOLUTION

e (AB)? = A.B. Si on note C;,C3,C3 les colonnes de A.B, on constate que C3 = 2(C; + Cy), que C; et Cy ne
sont pas proportionnelles donc sont linéairement indépendantes. Donc rg(AB) = 2

o rg(A) <2car A € M;s2(R) et pour une raison analogue, rg(B) < 2

Or 2 =rg(A.B) <rg(A) <2 donc rg(A) =2

Pour la méme raison, rg(B) = 2

rg(B.A) <2 car B.A € M>(R)

e 1g(A.(B.A).B) = rg(A.B) =2 < rg(B.A) donc rg(B.A) > 2 donc rg(B.4) =2

B.A € M3(R) , est de rang 2, donc est inversible.

alors (AB)? = A.B = B.(A.B.A.B).A = B.(A.B).A et en multipliant deux fois par (B.A)~!, on obtient
BA=1,
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2.2 Matrice d’une application linéaire :

On note considére 'application f de R3 dans lui-méme qui au vecteur (z,y, ) fait correspondre le vecteur (z’,y’,2")
r=x—y
tel que : Y =—-x+2z2
2 =3r—-2y—=z

a) Montrer que f est un endomorphisme de R? et calculer sa matrice A dans la base canonique de R?
Déterminer le noyau et 'image de f. Donner une équation de cette image.

b) Calculer la matrice de I’endomorphisme f2.
Sans aucun autre calcul, en déduire une base de Im(f?) et montrer que 'endomorphisme f est nilpotent en précisant
son ordre de nilpotence.

SOLUTION :

a) f est une application de R? dans R3, linéaire (immédiat); c’est un endomorphisme de R3.
Notons e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0,1), la base canonique de R3.
1
Pour ey, (z,y,2) = (1,0,0) et (z/,y',2") = (1,—1,3) donc f(e1) = e; — ez + 3e3 , ce qui donne [ —1 | pour
3
premiére colonne de A.
Calcul analogue pour les autres colonnes, ce qui donne :

1 -1 0
A= -1 0 1
3 -2 -1
r—y=20 _
o (z,y,2) € ker(f) < —242=0 @{ijg = (z,y,2) = 2.(1,1,1)
3z —2y—2=0

Ainsi, | ker(f) est donc la droite vectorielle engendrée par le vecteur u = (1,1,1) |

Le théoréme Durand nous permet alors d’en déduire que Im(f) a pour dimension 3 — 1 =2

e Im(f) est engendré par les images des vecteurs d'une base de R3, donc par f(ey1), f(ez), f(e3)
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Sachant que c’est un plan, on peut en prendre pour base tout sous ensemble de deux de ces trois vecteurs, qui soit
libre, par exemple les 2¢ et 3¢ colonnes (pour un peu plus de simplicité).
Ainsi, Im(f) a pour base (1,0,2),(0,1,—1)
Un vecteur (z,y,z) € R appartient & Im(f) <= ((1,0,2),(0,1,—1), (2,9, 2)) est lié
— det((l,O,Q),(0,1,—1),($,y,2)) =0

1 0 =«
= 0 1 y|=0 «<— -22+y+2=0
2 -1 =z

Finalement, ] Im(f) est le plan d’équation —2z +y + 2

2 -1 -1
by A2=1| 2 -1 -1 (calcul immeédiat)
2 -1 -1
1
A? est une matrice de rang 1, puisque chacune de ses colonnes est multiple de 1
1

Im(f?) est donc la droite vectorielle engendrée par le vecteur v = (1,1,1)

On remarque ainsi que Im(f?) = ker(f)

Dés lors, VX € R3, f2(X) € ker(f) donc f[f*(X)] =0

1l s’ensuit que ’ f est un endomorphisme nilpotent d’ordre 3 ‘ (puisque f2 =0 et f2+#0)

Kk ok ok k sk ok sk sk kR ok ok sk skosk ok sk sk ok ok ok ok ok sk sk sk sk ok

2.3 Réduction Mines

Soit A une matrice carrée réelle d’ordre 3, non nulle telle que A% = —A
00 0
Montrer que A est semblablea B=| 0 0 -1
01 0
SOLUTION :

Soit A € M3(R) non nulle telle que 4% = —A

det(A?) = (detA)? = det(—A) = (—1)3det(A) = —det(A)

donc det(A)((detA)? + 1) = 0 donc det(A) = 0, la matrice A n’est pas inversible.
—_———

#0

Soit (e1, e2, e3) la base canonique de R? et f endomorphisme canoniquement associé a A.

[P+ f=0cet ker(f) # {0}
& Montrons que ker(f) @ ker(f? + Idgs) = E
- ¢’est immédiat si on dispose du th. de décomposition des noyaux, car les polynémes X et X2 4 1 étant premiers

entre eux, la relation f(f2 + I) = w entraine alors :

ker(f) @ ker(f2+1) =kerw=F (w endomorphisme nul)
- ce théoréme ne figurant pas au programme, démontrons le résultat annoncé :

soit € ker(f) Nker(f2+1): f(z)=0et f(f(z))=—2

~—

0

donc z = 0 , la somme ker(f) @ ker(f? + I) est directe.

soit z € R | posons a = f2(x) +x et b= —f2(x)
fla) = f3(z)+ f(z) =0 donc a € ker f
(/2 + D(b) = —fi(x) — () = —F(f() + f(@)) = —F(0) =0 done b € ker(f? + 1)
Comme 2 = a + b, ker(f) @ ker(f? +I) = R®
& ker(f) # R? , sinon f serait nul, donc ker(f2 + I) # {0}
Soit 3 une vecteur non nul de ker(f? + 1), f2(y) = —y. Montrons que (y, f(y)) est libre.
Soient A et p réels tels que Ay + uf(y) =0, alors Af(y) + uf?(y) = M\f(y) —py =0
En multipliant la premiére égalité par A , la deuxiéme par —u et en ajoutant, on obtient :

N +p?)y=0 = N+u?=0 = A=pu=0
Donc le systéme (y, f(y)) est libre et dim(ker(f? + 1)) > 2
Puisque dim(ker f) > 1 (ker(f) # {0}) , nécessairement,

dim(ker(f? + I)) = 2 et dim(ker f) = 1
Soit alors a une base de ker f , y un vecteur non nul de ker(f2+ 1) de sorte que (y, f(y)) est une base de ker(f2+1I).

Alors (a,y, f(y)) est une base de R® car ker(f) @ ker(f? +I) = R?

et puisque f(f(y)) = —y la matrice de f dans la base (a,y, f(y)) est m Montrer que A est semblable & B =
0 0 0
0 0 -1
01 0
A et B étant les matrices de f dans deux bases distinctes , elles sont semblables.

9
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2.4 * Matrices de trace nulle

Soit M € M, (K).
Montrer que : tr(M) =0 <= M est semblable & une matrice dont tous les éléments diagonaux sont nuls.

SOLUTION :
o Si M est semblable & une matrice N dont tous les éléments diagonaux sont nuls, alors tr(M) = tr(N) = 0.

e Montrons 'implication réciproque, pour les endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension n, par récurrence
sur n.

- Pour n = dim(F) = 1, mat(f) = (), donc tr(f) = A = 0 et mat(f) = 0, la propriété est vérifiée.

- Supposons que tout endomorphisme de trace nulle d’un espace de dimension n — 1 admette une base dans
laquelle les éléments diagonaux de sa matrice soient tous nuls.

Soit alors f € L(F), E espace vectoriel de dimension n, tel que tr(f) = 0.
- si f = A.Idg est une homothétie, alors tr(f) = A.n = 0 donc A = 0 et f = 0 vérifie bien la propriété demandée.
- si f n’est pas une homothétie, alors il existe z1 € E tel que (x1, f(x1)) soit un systéme libre.
(cf. exercice précédent)

) et complétons le systéme libre (21, z2) en une base (21, zq, 3, ..., z,) de E.

(e1) f(z2) o f(2)

Prenons alors x5 = f(
f

0 a2 ... ain T 0 ‘al,g v QA1p
1 1 2.2 -e A2n
az.2 a2.n T2
0 a a z 0 CL3,2 a37n
Mat(y, ...z f = 3,2 e U3 3 = B avec B =
0 . . .
Qn 2 cv Qpon
0 an2 ... Gnp Ty 0 ’

Considérons ensuite p le projecteur sur ’hyperplan H = Vect(zs, x3, ..., 2, ) parallélement & la droite Vect(z1) et g
la restriction de p,f a H.
g est un endomorphisme de H, dont la matrice dans la base (z3,...,2,) est :

22 ... Q2n

asz2 ... Qa3n
Mat(mg,...,zn)g = . . =B

n2 ... Qpn

alors  tr(g) = tr(B) = ag2+ ... Fann, =tr(f) =0
On peut donc appliquer & g 'hypothése de récurrence : il existe une base (ys, ..., yn) de H dans laquelle la matrice

0 C2.3 C2n
. C3.2 0 C3.n
de g possede une diagonale nulle : ~ Mat(,, ., 9=C=
Cn,2 Cnon—1 0 n—1
Alors, la matrice de f dans la base (x1,y2,...,yn) est :
0] x x X X
X 0 C2.3 Con ( | d
X représentent des
Mat,.. = A = X | €32 0 C3, es
A1 ya...eyn) f . . ) ,n éléments quelconques de K )
X | Cp,2 B T | 0

n
On a ainsi construit une base de E dans laquelle les éléments diagonaux de la matrice de f sont nuls.

k kK ok ok ok ok ok ok ok kK ok k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ook ook ook ok ok

2.5 * Groupe multiplicatif de matrices

Soit K=R ou C et G = {M, Ms,...,M,} un sous ensemble fini de matrices de M, (K) formant un groupe pour la
multiplication x.

a) Donner un exemple d’un tel sous ensemble G.

G est il nécessairement un sous groupe de (GL,(K), x) 7

b) Montrer que toutes les matrices de G' ont méme rang.

1 p
c) Montrer que P = — E Mj, est une matrice de projection.
n
k=1
SOLUTION
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a) Prenons M, = ( Jg" 8 )k— ( 5515 8 ) € M,(R)
cos(f) —sin(0) ) € M(R)

o, 27
o f=—"-et M= ( sin(6)  cos(6)

p
R | I, |0 1 Slicat]
Alors My.M; = % o) = Myj) ) €60 My = 010 est élément neutre de G pour la multiplication.
Autre exemple :
(651 0 0 0
0 a . .. 0 0
e Si K = C : Soit G 'ensemble des matrices de la forme 0 ' o ’ 0 ol oy est une racine
o : I 0 :
0O ... ... ... ... 0

primitive p1-éme de I'unité, as une racine pso-éme de 1'unité,..., a,,;, une racine p,,-éme de 'unité.

G est un groupe pour la loi x, de cardinal p1.ps.....ppm-
e Si K =R : Soit G ’ensemble des matrices de la forme précédente, avec o; = £1

G est un groupe pour la loi x, de cardinal 2.
e Ces exemples montrent que G n’est pas nécessairement un sous groupe de (GL,(K), x)

b) Soient M; et Ms deux matrices de G. Soit J ’élément neutre du groupe (G, x)  (qui n’est pas forcément la

matrice unité I,,)
Soit M{l le symétrique de My dans G pour cette loi x.
Alors, My = (Mg x My ') x My = My x (My ' x M), ce qui montre que rg(M;) < rg(Ms)
(car rg(A x B) < 1g(4))

Pour un raison analogue, rg(Ms) < rg(M;) et donc rg(M;) = rg(Ma)

c) Pour tout k € {1,2,...,n}, Papplication fr, : M — Mj.M est une bijection de G dans G :
- elle est injective : VM, N € G, fp(M) = fi(N) = My.M = My.N
= M, "(M}.M) =M, (My.N) = M=N
( M, " désigne l'inverse de My dans le groupe (G, x) )
- elle est surjective : VM € G, M = My,.(M;'.M) = f,,(M;”".M)
Donc quand M décrit G, My,.M décrit G aussi.

1 P p 1 p p 1 p
P2:2< Mk>. SM =5 (D> MM | == (My+ My + ...+ M)
n k=1 j=1 " k=1 \ j=1 f " k=1 )
decrit G independant de k

1 1
P2:ﬁn(Ml—l-Mz—i—..-—!-Mp):ﬁ(M1+M2+~-~+Mp):P

] Donc P est une matrice de projection.

3 Systémes linéaires

3.1 Matrice inversible :
Soit A € GL,(K), L € M1 ,(K), C € My1(K), b€ K et B lamatrice de .4, 1(K) définie par blocs comme suit :

B A C

L b
Montrer que B est inversible si et seulement si b # LA~C.

SOLUTION :
T
T2
Soit X = : e Crtt
Ty,
Tn+1

La matrice B est inversible si et seulement si :
VX eCtl, BX=0= X=0
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1171 + a12%2 + ... + a1 n Ty +C1Tp1 =0
a21T1 + 22T + ... + A2 0Ty + C2Tp11 =0
VX eCrtl, BX =0 <
Gn,1T1 + Ap 272 + ...+ ApnTn + CnTpt1 = 0
llxl + lQIQ + ..+ lnxn + b$n+1 =0
AX' + :Zin+1C =0
D { LX'+btppr =0
— X' = —2,,1A7'C  (puisque A est inversible )
—$n+1L.A_1.C + b$n+1 =0
X' =z, 1A7IC (1)
— { (—LAC+ bz =0 (2)
eSi —LALC+b#0alors (2) = 2,41 =0 et (1) = X’ =0 et finalement X = 0.
Dans ce cas la matrice B est inversible.

e Si —L.A7L.C+b#0alors (2) admet des solutions non nulles, par exemple x,,,1 = 1 et en prenant X’ = A~1C
on obtient une matrice colonne X non nulle telle que B.X = 0.

Dans ce cas la matrice B n’est pas inversible.

Finalement, ’ B est inversible si et seulement si b # LA~IC ‘

% %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk k ok k ok k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok %

3.2 Polygone de milieux de cotés donnés :

— —
Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O, i, j ) et on considére n points Ay, Ay, As, ..., A,, d’affixes respec-

tives a1, as,as, ..., a, .
Existe-t-il un polygone My, My, M3, ..., M, tel que :
- A soit le milieu de (M, M>) ,
- As soit le milieu de (Ma, M3) , ...

- et A, le milieu de (M, M;)
(On pourra dans certains cas donner une condition portant sur les points I et J, barycentres respectifs
de Ay, Ag, As, ..... d’une part et de Ao, Ay, Ag, ... d’autre part).

SOLUTION :
Soient z1, 29, 23, .., 2, les affixes respectives des points My, My, M3, ..., M, .
Les conditions :
- A soit le milieu de (M, Ms) ,
- Ay soit le milieu de (M, M3) , ...

- A, —1 soit le milieu de (M, —1, M,)
- A, le milieu de (M, M;)

z1 + 22
= afl
22 T %23
. . 2
se traduisent par les égalités :
Zn—1+ 2n
9 = Gnp-1
Zn + 21
_—— = an
Le probléme a des solutions si et seulement si le systéme :
z1 + 29 = 20,1
zo + 23 = 2a2

posséde des solutions.
Zn—1+ Zn = 20p—1
z1 + Zn = 2ap,
C’est un systéme linéaire de n équations aux n inconnues zi, 2o, 23, ..., 2.
Le déterminant de ce systéme est, :
L0 .. 0 1 1 .. 0

1 .
o1 10 1 0 .. 0
0 ) 1 0
An=]0o o . . 1| = +(=1)* .
0 1 1 0 1 1 0 T
1. L1 0 0 11, L1,
A, =1+ (—1)n+!



e Si n est impair, alors A,, = 2 # 0, le systéme est de Cramer. Il admet alors une solution unique (z1, 22, 23, ..., 2n)
et il existe un et un seule polygone répondant aux conditions posées.

e Si n est pair, alors A,, = 0, le systéme n’est pas de Cramer. Il est de rang n — 1 car le premier déterminant
d’ordre n — 1 qui intervient dans le calcul précédent est un déterminant extrait d’ordre n — 1 non nul.

Pour que le systéme soit compatible, il faut que
(z1422)—(22+23)+ (23+24) — (2a+25)+...+(2n_1+22) — (2n+21) =0=2(a1 —as+az—as+...+an_1+a,) = 0.

c’est a dire que a; +as+as + ..... =as+as+ag+....

ou encore que I = J

Si I # J alors le probléme n’a pas de solutions,

Si I = J alors le systéme admet une infinité de solutions.

4 Formes linéaires

4.1 Formes linéaires sur M, (C)

On note E l’espace vectoriel M, (C) et E* son dual.

a) Montrer que Vf € E*, 3A € E, unique, VX € M, (C), f(X) =tr(4.X)

b) Trouver toutes les formes linéaires f € E* telles que VX,Y € M, (C), f(X.Y) = f(V.X)

¢) Trouver toutes les formes linéaires f € E* telles que VX, Y € M, (C), f(X.Y) = f(X).f(Y)
SOLUTION :

a) Soit f € E*.

Analyse : SoitA € E, telle que, VX € M, (C), f(X) =tr(A.X)
En particulier, pour tout (4,5) € {1,2,...,n}, f(E;,;) =tr(A.E; ;)
Or (AE; )k = Zah,z(Ei,j)l,k = ap,i0jk
=1
dOIle( )_ (AEZ])_Z(AEZ] hh_zahljh_ajl

=1 =1
Ainsi, pour tout (4,7) € {1, 2 SN}, aj = f(Em) ce qui montre 'unicité d’une eventuelle matrice A solution

et donne une formule pour définir les coefficients de cette matrice.

Synthése : Soit A € M,,(C), définie par :
V(Z,]) S {1, 2, ...,n}, Qi = f(E%J)
Le calcul précédent montre que pour tout (¢,7), tr(A.E; ;) = a;; = f(Ei ;)
Par linéarité, en décomposant toute matrice X € M, (C) sur la base (E; ;)i=1...n,j=1...n
on obtient : VX € M, (C), tr(4.X) = f(X)

b) Soit f € E* telles que VX,Y € M, (C), f( Y)=f(Y.X)
alors, V(Z’j)’ (hvk) € {1’27 . n} f( ©,] i ) - f(Eh,k~Ei,j)
esii#j, f(Eij)=f(Ei;Ej;) = L) = f(05:E;5) = f(0) =

(5B i) =
e pour tous i et j , f(E;;) = f(Ei,j'Ej,i) = f(Ej,i.Ei,j) = f(Ej;)
En notant A la valeur commune aux f(E;;), ¢ =1,...,n, on obtient :

VX = (i) € Mu(C), f(X)=f D wijEij | = xijf(Eij)
(4,7) (4,7)

—Z:c”f isi) —AZ:U”—MI" X)

Donc f )\ tr et on Verlﬁe remproquement que toute forme linéaire colinéaire & la trace est solution.
%ok K Kk K K ok K Kk ok kK ok ok ok ok ok ok ok ok ok K kK K K F

4.2 Egalité des noyaux de formes linéaires

Soient 1 et po deux formes linéaires non nulles sur un espace vectoriel de dimension finie E.
Montrer que :  kerp; =kergps <= (p1,¢2) est un systéme lié.

SOLUTION :
13



e Si (1, p2) est un systéme lié, alors il existe un scalaire X tel que 1 = A\pa
Va € ker g, w1(x) = Apa(x) =0 donc kerps C ker g
——

=0

1
A est non nul (sinon, ¢ = 0) donc e = chl et par le méme raisonnement, ker ¢; C ker o

Ainsi, [ (1, p2) est lie = kerp; = ker gy |

e Réciproquement, supposons que ker g1 = ker o

Soit (e, ez, ...,e,—1) une base de ’hyperplan ker p; = ker ¢y (le noyau d’une forme linéaire non nulle est un
hyperplan)

Complétons ce systéme libre en une base (ej, e, ...,e,_1,€,) de E. (théoréme de la base incompléte)

©1(en) n’est pas nul.  (sinon, e, € kerp; et ker p; = Vect(e,es,...,en—1,€,) = E, ce qui est en contradiction
avec ’hypotheése p1 # 0 )

Alors, Vk € {1,2,....,n}, va(er) = gjgz";cpl(ek) (cette égalité s’écrit 0 = 0 pour tout Vk € {1,2,...,n — 1}
et  paen) = i?gzzgwl(en) pour k=n)
L’égalité ¢q(z) = #2(en) ©1(x) est vérifiée sur tous les vecteurs d’une base de E. Elle est donc vraie par linéarité
pour tout vecteur x d(eplE('.en)
Donc ¢y = #2(en) @1 et le systéme (p1, ) est lié. |
¢1(en)

cK
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4.3 Dimension d’une intersection d’hyperplans

Soient @1, @2, ...,¢p, ¥, p-+ 1 formes linéaires sur un espace vectoriel ¥ de dimension finie n.

P
a) Montrer que : 1 est combinaison linéaire de (1, 2, ...,0p) <= ﬂ ker p; C ker v

i=1
P
b) Montrer que :  dim (ﬂ ker g0i> =n—1g8(¢1, 92, -, Pp)
i=1
SOLUTION : )
a) e Si 9 est combinaison linéaire de (1, @2, ..., pp), alors, (A1, Aa, ..., Ap) € KP, ¢ = Z i i
=1
P P '
Pour tout x € ﬂ ker ¢;, ¥(z) = Z)\i vi(r) =0 = x €kery
i=1 i=1 \0"/
D
donc ﬂ ker p; C kery
i=1
P
e Réciproquement, supposons que ﬂ ker ¢; C ker v

i=1
o Supposons d’abord que (¢1, 2, ..., ¢p) est un systéme libre de E*.
On peut alors le compléter en une base (91,92, ..., Pp, Pp+1;---, pn) de E*. Considérons la base préduale

(613627“'76%) de (@17@27"'7@”) dans E. (VZ7J7 @z(%) = 5i,j )

1) se décompose dans la base (p1, 2, ..., 0,) de E* : ¢ = Z)\iapi
i=1
Montrons que pour j > p, A\; =0

Vi >p, ple;) = Z)\z‘ pile) = A,
=1 Ty
=5,
Mais puisque j > p , pour tout ¢ € {1,2,...,p}, pi(e;) =0 (cari#j)

p
donc e; € ﬂ ker p; C kerv et 1(e;) =0 et donc A\; =0

i=1
P

Les termes d’indices > p étant nuls, il reste ¢ = Zx\igpi , qui montre que 1 est combinaison linéaire de
i=1
(@17 P2 "'79013) .
o En considérant maintenant un systéme (1,2, ..., pp) quelconque de E*, on en extrait un systéme libre
maximal, qu’on suppose étre (@1, 92, ..., ¢q), ¢ < p , quitte & renuméroter éventuellement les ;.
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AinSia VECt(QOl, P25 05 Sﬁp) :VeCt(sah P25 -0y 9061)
chaque ¢;, j > ¢ , est combinaison linéaire de (1, @2, ..., ¢q) Par le caractére maximal de ce systéme.
q

donc Vj > gq, ﬂ ker p; C ker ¢; , d’aprés la premiére implication déja établie.

i=1
p

q
Il en résulte par double inclusion que m ker ¢; = ﬂ ker ¢;
i=1 i=1

P q
De I’hypothése ﬂ ker ¢; = ﬂ ker ¢; C ker v on déduit par I’étude précédente que’ 1) est combinaison linéaire
i=1 i=1
de (1,92, ...,¢4) et donc de (¢1, 92, ..., p) ‘

b) Soit, comme précédemment, (¢1,@2,...,q) un systéme libre maximal extrait de (¢1,¢2,...,¢4) , de sorte que

P q
[Vkero; = [ kerg; et q=rg(p1,92,....0p).
=1 i=1

On compléte (@1, p2,...,¢4) en une base (¢1,¢2,...,0p, Ypti,....,¥n) de E* et on considére la base préduale

(e1,€e2,...,e,) dans E.
q

Alors ﬂ ker p; = Vect(egy1,...,en)  (justifier)
i=1

P
et donc dim(ﬂ kergo,») =n—qg=n—18(1,¥P2, s Op)

=1
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4.4 Matrices magiques :

Sur Pespace vectoriel E = M,,(K) on définit les formes linéaires Ly, ..., L,,, C1, ..., Cy,, D1, Dy suivantes:

VM = (mi’j) S Mn(K), LZ(M) = me, CJ(M) = Zmi_’j,
j=1 i=1

Dy(M) =Y mi;, Da(M)=>> mni1ii
i=1 i=1

Une matrice de M, (K) est dite magique si: Vi, j, k, L;(M) = C;(M) = Dy(M)

G désigne ’ensemble des matrices magiques.

Gy désigne 'ensemble des matrices telles que Vi, j, k, L;(M) = C;(M) = Dy(M) =0

On admet que si @1, @2, ..., ¢, sont des formes linéaires sur un espace vectoriel ¥ de dimension 7, alors

P
dim(ﬂ ker o, | =n —rg(p1, 92,..., ¥p)
i=1
1- a) Montrer que G est un espace vectoriel sur K et que G est un sous espace vectoriel de G.
1 ... 1
b) Soit J la matrice dont tous les coefficients valent 1: J = : .o
1 ... 1
Montrer que Gy et Vect(J) sont deux sous espaces supplémentaires de G.
2- a) Montrer que (Ly, Lo, ..., L) est un systéme libre de I’espace dual E*.
b) Le systéme (L1, Lo, ..., L, C1,Cs, ..., Cy,) est-il un systéme libre ?
(une remarque trés simple permet de répondre a la question)
Quel est le rang du systéme (L1, Lo, ..., L,,,C1,C4, ..., Cp) ?
c¢) Déterminer le rang du systéme (L4, Lo, ..., L,,,C1,Co, ..., Cy, D1,D2) 7
En déduire la dimension de G.
Donner une base de G lorque n = 3

SOLUTION :

1- a) pas de difficulté.
b) procéder par analyse-synthése pour décomposer une matrice de G en somme d’une matrice de Gy et d’une
matrice AJ

2- a) Soit (Al, )\2, ceey )\n) e K" tel que MLy 4+ XLo+...+ M, L, =0
En appliquant cette égalité, pour tout indice ¢ quelconque, & la matrice élémentaire E; ; dont seul le terme d’indice
(i,1) est non nul et vaut 1, on obtient :
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)\1 Ll(EiJ) +)\2 L2(Ei71) 4.+ /\Z Lz(Ez,l) “+...+ )\n L"(EiJ) =0
——— ——— N—— ——

=0 = =1 =
Donc pour tout i, \; = 0 et le systéme (L1, Lo, ..., L,,) est un systéme libre.

b) Pour toute matrice M, la somme de toutes les colonnes est égale a la somme de toutes les lignes, donc Le systéme
L1 + L2 + ...+ Ln = Cl + 02 + ...+ Cn et le systéme (L17 LQ, ceny Ln, C]_, 02, ceny Cn> est lié.

Montrons que le systéme (L1, Lo, ..., L,, C1,Cs, ..., Cp—1) est libre.

Soit ()\1, AQ, ceey >\n7 M1y 12y .oy ,Ufn—l) S K2n71t€1 que /\1L1 + )\2L2 + ...+ AnLn + ,ulcl + ,UJQOQ + ...+ un_lCn_l =0

En appliquant cette égalité pour un indice ¢ quelconque a la matrice élémentaire F; ,,, on obtient :

MLi(Ein) 4.+ XN Li(Ein) 4o + A L (Ein) 101 C1(Es n) +p02 Co(Es )+ + pin—1 Ce1 (Ein) =0
=0 =1 =0 =0 =0 =0

et donc A\; = 0 pour tout i = 1...n

Reste I'égalité 111C1 + p2Co + ... + pin—1Cp—1 = 0 qui donne p; = 0 en 'appliquant & la matrice élémentaire F; ;
pour j=1.n—1

Le systéme (L1, Lo, ..., L,,, C1,Co, ..., C,,_1) est donc libre. Et puisque le systéme (L1, Lo, ..., Ly, C1,Ca, ..., Cp—1,Cy)
est lié, on en conclut que | rg(Ly, Ly, ..., Ln, C1,C3, ..., Cro1,Cp) =2n — 1 |

) Soit (A1, A2y ey Apyy 1y 12y ooy fin—1, V1, V2) € K> ! tel que
MLy 4+ XoLo+ ...+ XLy + p11Cy + ,LLQCQ + ...+ ,un,lcn,l + 11Dy 4+ 19Dy =0

1 -1 0 ... 0
-1 1 o ... 0
e si n > 3, en appliquant I’égalité ci-dessus a la matrice 0 0 ... 0 , on obtient 14, = 0 puisque
0 . 0
cette matrice annule toutes les formes linéaires considérées, sauf D;.
0 e 0
- en appliquant I’égalité ci-dessus & la matrice O 0 ... 0 O , on obtient v, = 0 puisque cette
1 -1 0 ... 0
-1 1 0o ... 0

matrice annule toutes les formes linéaires considérées, sauf Ds.
on est alors ramenée & l'égalité \y L1 + AoLo + ... + ALy + 1C1 + p2Cs + ... + pp—1Crh—1 = 0 déja traitée a la
question b), et tous les scalaires sont nuls.
Le systéme (Ll, LQ, ceey Ln, Cl, CQ, ceey Cn—la D17 DQ) est donc libre et (Ll, LQ, ) Ln, Cl, CQ, ceey Cn—l; Cn, Dl, D2) a
pour rang 2n + 1
e si n = 3 ’étude précédente n’est pas valable.
2 -1 -1 -1 -1 2
En considérant les matrices -1 2 -1 et -1 2 -1 on obtient respectivement 1 =0 et v5 =0
-1 -1 2 2 -1 -1
et la démonstration se termine comme précédemment. La formule précédente est encore vraie.

P
En appliquant la formule rappelée, dim (ﬂ ker gpi> =n —1g(¢1, 92, ..., Pp) , aux formes linéaires
i=1
(Ll, LQ, vy Ln, Cl, CQ, vy Cn; l)l7 Dg), on en déduit que :
dlm(GO) = dlm(Mn(K)) - rg(le ceey Ln; Ola RS Onv Dl) DQ)
=n?-2n+1)=n?>-2n-1
Et puisque G = Go@Vect(J), dimG = n? —2n

e Dans le cas ou n = 3, dim(Gy) = 2,
1 -1 0 0 1 -1
une base de Gy est formée des matrices M; = -1 0 1 et My = -1 0 1
0 1 -1 1 -1 0
une base de G est formée des matrices My, Ms et J.
Toute matrice magique d’ordre 3 est combinaison linéaire des matrices My, M5 et J.
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4.5 * Polynomes d’interpolation de Lagrange et de Hermite :
E est un espace vectoriel de dimension n sur le corps K, et o1, @2, ..., ¢, sont p formes linéaires sur E.

1- On considére 'application ® de E dans K? : z 2, (p1(z), pa(x), ..., pp(x))

A quelle condition ® est elle injective ? surjective 7
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2- Application : polynémes d’interpolation de Lagrange et de Hermite.
a) a étant un élément de K donné, Papplication qui & P € K, [X] fait correspondre P(a) est une forme linéaire

sur K,,[X], qu’on notera .
Des éléments ay, as, ..., a, distincts ou non de K étant donnés, a quelle condition le systeme (0a,, Pay; -+ Pa,) €St

il libre ?
b) On se donne x1,x9,...,z, deux & deux distincts dans K et y1, ¥, ...,y, dans K distincts ou non.
En considérant l’application ® : K, _1[X] 2, K"

P — (pa,(P), 0ay(P); -, pa, (P)) = (P(a1), P(az), ..., Pan))
montrer qu’il existe un et un seul polynoéme P € K,,_1[X] tel que Vk € {1,2,....,n}, P(xk) = yx
Donner une expression de ce polynéome P.
”
X —21)(X —zp_1) (X — (X — o X -
(on pourra introduire les polynomes Ly (X) = ( 1) Ze-1)( Ti)-o:( Tn) _ H =2 Ty
@k = 21) (@ — To—1) (@ — Tpgr) (T —Tn) D0 Tk —
r1,Ta,...,Tn et 2n scalaires quelconques

c) Par une méthode analogue, n scalaires deux a deux distincts
Y1y Y2y ooy Yny 215 22, .- 2, €tant donnés, montrer qu’il existe un et un seul polynome H € K,,_1[X] tel que :

Vk € {1,2,..,n}, H(xg) =yr et H'(x) = 2k
. LX) (4 g e Qi) .
Vérifier que H(X) = ; 0 ((1 2(X k)Qk(fEk)> Yk + (X — ) k)

— Qil=

itk

ot Qp(X) = (X — 1) (X = 2pm1)(X = 2pg1) (X — ) = J[ (X =)
i=1l..n

SOLUTION :
P
1- On utilisera le résultat de ’exercice précédent, qui affirme que dim (ﬂ ker <pi> =n—18(p1, 92, ©p)
i=1

i=1

P P
ker & = ﬂ ker ¢; , donc rg(®) = n — dim(ker ) = n— dim (ﬂ ker Lpi> =n— (n —1g(v1, 2, -y gop))
i=1
rg(®) = rg(1, 2, ¢p)

Dés lors,
o O est injective <= ker ® = {0} < n —rg(v1,¥2,....0p) =0

< 18(p1, 02, -, pp) = n = dim E*
< (¢1,¥2,....p) est un systéme générateur de E*.

o O est surjective <= rg® =p <= rg(p1,p2,...,p) =D
<= (¢1,¥2,....pp) est un systéme libre de E*.

® est injective <= (i1, a2, ..., p) €st un systéme générateur de E*.
® est surjective <= (¢1, p2, ..., pp) est un systéme libre de E*.
rg(®) = rg(p1, P2, @p)

2- a) Si deux des scalaires a; et a; sont égaux, alors @,, = @4, et le systéme (pa,, Pay; s Pa,) st lie.
-si p>n+1=dimK,[X], le systétme (0a,,Pay; - Pa,) ayant plus d’éléments que la dimension de 'espace dual

(K, [X])* qui le contient est encore lié.
- enfin, supposons que p <n+1 et que ay,as,...,ap sont deux a deux distincts.

p
soient A1, Ag,..., A, € K tels que Z)‘i Ya; =0

i=1

P P
alors VP € K, 1[X], Y A @a,(P) = > _ X P(a;) =0
i=1 i=1
h#j
prenons pour P(X) le polynome Q;(X) = H (X — ap) qui appartient bien a K,,_1[X].
h=1...n
(j € {1,2,...,n} quelconque)
P p h#j
D N 0a (@) =D N Qiai) = A Qsa;) =X ] (aj—an) =0 donc A; =0
i=1

i=1 h=1...n

#0

On a ainsi montré que le le systéme (¢q,, Pay; .- Pa,) est libre.
En conclusion, | (Pa;; Pag; - Pa,) st libre <= p <n+1 et les a; sont deux a deux distincts.

b) Soient x1,xs,...,z, deux a deux distincts dans K et y1, ¥, ..., ¥, quelconques dans K.

Considérons 'application ® : K,,_1[X] L, K"
P — (905701 (P)’(pﬂiz(P)""’@wn(P)) = (P(x1>,P(a?2), aP(xTL))
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Trouver un polynome P tel que Vk € {1,2,...n}, P(xx) = yr équivaut a trouver un polynoéme P tel que
CD(P) = (yla Y2, 7yn)

Pour qu’il y ait existence et unicité d’un tel polynome il suffit que ® soit surjective (existence) et injective (unicité).

Or, d’aprés 2-a), puisque 1, Z3,...,z, sont deux a deux distincts et en nombre < n = dim(K,,_1[X]), le systéme
(Qys Pags s Px,, ) €5t libre. D’aprés 1) ® est alors surjective.

Mais (@, s Puss -+ Pu, ) €St un systéme libre de (K, _1[X])*, c’en est donc une base puisque dim(K,,—1[X]) =n

D’apres 1), (Qu,; Puys - P, ) Etant générateur, ¢ est surjective.

® est bijective. Il existe donc un et un seulement P € K,,_1[X] tel que ®(P) = (y1, Y2, -, Yn)-

n n h#1i
X -z )
P(X)= ZyiLi(X) = Zyi ( H P x:> est ce polynome.
i=1 @

i=1 h=1..n

(polynoéme d’interpolation de Lagrange)

c) Soient x1,xa,...,x, n scalaires deux a deux distincts et y1,Y2, ..., Yn, 21, 22, ..., 2n 210 scalaires quelconques.
¢, est la forme linéaire qui & P € Ky, _1[X] fait correspondre P(a).
Notons ¢/, est la forme linéaire qui & P € Ks,,_1[X] fait correspondre P’(a).
e Soient A1, Agy .oy Ap, AL, AL, N € K tels que
AL @y A2 Qo + o+ An P, + AL O F AL, AL, =0
h#j
En prenant I'image du polynéme R;(X) = H (X — 23)%(X — ), qui vérifie :
h=1...n

Vh, Rj(zn) =0 et Vh # j, R}(zn) = 0, on obtient \’; = 0, ceci pour tout j.
Il reste alors A1 @z, + A2 @u, + ... + Ay g, = 0 et on montre que Vj, A; = 0 comme précédemment.
Le systéme (0o, Qays ooy Qs Phpy s Prpgs -+ P, ) €st donc libre dans (Ka,, 1 [X])*

e Considérons application ¥ : Ky, 1[X] LN K?", qui au polynéme P associe :

U(P) = (02, (P), a0y (P)s -y P, (P); 0, (P), 05, (P), vy 05, (P))
= (P(z1), P(x2), ..., P(zy,), P'(x1), P'(z2), ..., P'(x4,))

D’apreés la question 1), (0e,, Pays ooy Py s Plpy s Pipgs s P, ) Etant un systéme libre, W est surjective. Mais (0, Py s Pan s P, 2
systéme libre de 2n éléments dans un espace de diemension 2n, en est une base et est donc un systéme générateur de
Pespace dual (Ks,—1[X])*. Et d’aprés la question 1), ¥ est injective.

Le 2n - uplet (y1,Y2, -, Yn, 21, 22, -y 2n) € K?" étant donné, il admet un unique antécédent par W :

Il existe H € Ka,,_1[X], unique tel que :

Vie{1,2,..,n}, H(x;) =y; et H'(z;) =2

e Vérifions que le polynéme = Y Q%(X) — - @(zk) — L)z satisfait ces relations
Veérifions que le poly S(X)_I;Qz(xk) ((1 2(X k)Qk(mk))ykJr(X k) k) tisfait lat
=0 si ki
—~ Qi(x:) k()
T;) = G —2(x; — k T; — Tg)Z
o) /; QF (zx) ((1 A k)Qk( k))yk+( g k)
S(xz) = (1 _2(371 _xz)QzEzg) Yi + (xz mz)zz =Y
: QR ([ yx g @elon) o Vs @ (L Qm)
o510 =23 LG (-2 - a0 G v (s )+ 3 GHES (2 + =)
oy @) Q) (L Q)
9w =25+ gt (g ) ==

L’unicité ayant été établie précédemment,

le polynome H(X) = Z Q%(i) ((1 -2(X — xﬂ%:’jii:;) Y + (X —xp) 2 )

an—1[X] qui vérifie les relations :

)
~

est I'unique polynome d

Vi e {1,2,...,7?,}, H(Z‘z) =y; et H/(l‘l) =2z

On Pappelle polynéme d’interpolation de Hermite, relativement aux scalaires x;,y;,2;, i = 1..n .

FIN
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4.6 Ex. 33

Solution :

KK Kk Ok ok k k ok k kK ok ok sk 3k ok k ok Xk

Vre] -1, 1[,/0 ! f(rcos(9),rsin(9))dd = 2r f(0,0)

A " B
AZ"B
b
r n—-4o0o y
5 Chantier :
54
6 Déterminants
6.1 Matrice inversible
Soient A et B deux matrices de M, (K).
", . _(A+B A-B . .
A qeulle condition la matrice M = < A-B A+B ) est elle inversible .
Solution :
En ajoutant & une colonne une combinaison linéaire d’autres colonnes, on ne change pas le rang d’une matrice.
Ajoutons a la n + 1 iéme colonne de M la premiére, i la (n + 2)¢ la deuxiéme, ..., & la (n + k)¢ colonne la k¢ :
M= A+B A-B . A+ B 2A R A+B A
“\A-B A+B A—B 24 )dmemeransaue i 4 _p 4
Soustrayons la (n + k)¢ colonne & la k¢ :
A+B A . B A
A-B A -B A

Ajoutons la k¢ ligne a la (n + k)© :

B A B A X B 1A
B a4 )\ o g4 )ameémerangque( 2,
B 1A
det( 0 A ) = det(A).det(B)

Donc M est inversible si et seulement si A et B le sont.

=
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6.2 Calcul de déterminant :

a+b
o , (0)
Calculer le déterminant d’ordre n : A,, =
(a)
a+b
Solution : A, =al,_1 +b"
n n_ pn

par récurrence, A, = kz:_oakb”"C = aafb sia#£b
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7 Réserve

7.1 Projecteurs ENSI

Soient f et g deux endomorphisme de ’espace vectoriel £ de dimension finie.
Si f,g est un projecteur, montrer que rg(g.f) > rg(fog)
Solution :

fog est un projecteur, donc fogofog = fog
Or on sait que rg(u,v) < rg(u) et rg(u,v) < rg(v) , donc :

18(fo9) = 18(fo(90.f)0g) < 18(fo(90f)) < 18(g0f)
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7.2 Rang d’une composée (2)

Soient F, F' et G des espaces vectoriels sur le méme corps K. Soient f € L(E, F) et g € L(F,G).
a) Montrer qu’on a toujours : rg(g.f) < rg(g)
et que : rg(gof) =18(9) <= kerg+Im(f)=F
b) Montrer qu’on a toujours : rg(g.f) < rgf
et que : 1g8(gof) =18f <= Im(f)Nkerg={0}

Solution :
E L. r 2 ¢

9o f

a) On a toujours Im(g,f) C Im(g) et donc 1g(g.f) <rg(g)
e Supposons que rg(g,f) =rg(g) , alors I'inclusion et ’égalité des dimensions entrainent que
Im(g, ) = Im(g)
Soit x € F. Alors g(z) € Im(g) = Im(g,f) donc 3t € E, g(z) = gof(t)
On peut alors écrire x = f(¢t) + (x — f(t)) avec f(¢t) €Im(f) et z— f(t) €kerg
(car g(z — f(t)) = g(x) — gof(t) =0 )
On a ainsi montré que F' C ker g + Im(f) et il y a égalité car ker g et Im(f) sont des sous-espaces de F.
e Réciproquement, supposons que ker g + Im(f) = F
Soit y € Im(g). Iz € F, y = g(z).
Mais puisque ker g + Im(f) = F, Ja € kerg, 3b € Im(f), x =a+b et Iec € E, b= f(c)
alors y = g(x) = g(a+b) = @w(b) =g(f(c)) € Im(go f)

0
Donc Im(g) C Im(g,f) et il y a égalité.
b) Soit g la restriction de g & Im(f) :  Im(f) R
r — g(x)

(g, f) = g(Im(f)) = Im(3)

ker(g) = Im(f) Nkerg
En appliquant le théoréme du rang a g, on obtient : dim(Imf) = dim(Img) + dim(ker g)
soit 1 rgf =1g(gof) + dim(Im(f) Nkerg)

>
On en déduit que rg(go,f) < rg(](”)) et que : rg(gof) =rgf <= Im(f)Nkerg={0}
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