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Sujet 1 (CCP)
Exercice 1 : Résoudre I'équation différentielle (E) :  xy” + 3y — 423y =0

B sin 8 + sin 26 + sin 30
B 1 —sinf

Exercice 2 : Soit C' la courbe de paramétrisation polaire : r(0)

T
Etudier le comportement de la courbe au voisinage de 'angle 5

SOLUTION :

Exercice 1 : L’équation différentielle (E) est linéaire homogéne du second ordre, mais n’est
pas a coefficients constants.

e Commencons par rechercher s’il existe des séries entiéres solutions.
+oo

Soit S : x +— E a,x" une série entiére de raon de convergence r # 0
n:0 . . . .
D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme des séries entiéres,
“+o0o

+o00
Vo el —rr[, S'(z) = Z na,z" ' et S"(x) = Z n(n —1)a,z" 2
n=0,1 n=0,1,2
S est solutionde (F) sur | — r,r[ si et seulement si :
Vo €] —rr[, 5" (z) + 35 (z) — 42°S(z) = 0
+oo o)

+ +oo
> Va €] —nrr, Z n(n — Da,z" ' +3 Z nap,x™ "t — 42 a,z" =0
n=0

n=0,1,2 n=0,1
+00 +00 +oo
= Vre]—nr| Z n(n+ 1)a,12" + 3 Z(n + Day2" — 42 ap_32" =0
n=0 n=0 n=3
+0o0 +0o0
< Vr €] —nr Z(n + 1)(n+ 3)ap12" — 42%,3:1:" =0
n=0 n=3
+o0
<= V€] -7, 3a; + 8ayr + 15a3x* + Z[(n + 1)(n+ 3)ans1 — 4an_3)z" =0
n=3
Par unicité des coefficients d’'une série entiéer de rayon non nul, on obtient :
a; = 0
a9 = 0
a3 — 0

Vn >3, (n+1)(n+3)ay1 —4a,—3 =0
La derniére relation de récurrence, appliquée aux conditions initiales a; = as = a3 = 0
donne :
Vk € N, agpq1 = aapq2 = g3 =0

Elle donne, appliquée a n = 4k —1:  4k(4k 4+ 2)ag, = dagp—y —  agp = %
YT 23 P as TR T e U T k(2K + 1)

Qo o

T 12345 .. 2k(2k+1)  (2k+ 1)

+o0 +o00 4k
x
Donc S(z) = E agx™ = ag E on v
|
— p (2k +1)!

par récurrence immeédiate,  ayy

+ 4k
Réciproquement, la série entiére % ﬁ a un rayon de convergence infini (immédiat
par le critére de D’alembert)
+oo 4k +oo 4k+2 too  2\2k+1 2
1 1 h
VreR, Solz) =Y =y = ()7 _ shie)
p 2k + 1)1 22 — 2k + 1)1 22 p (2k + 1)! x2



e Le coefficient de y” dans 'équation s’annule en 0, mais ne s’annule pas sur I} =] — 0o, 0 ni
sur Iy =|0,4o0[ . Les solutuions de (E) sur chacun de ces intervalles forment donc un espace
vectoriel de dimension 2. Les séries entiéres trouvées précédemment, de la forme A\Sy ne forment
qu’un espace de dimension 1.

Nous n’avons donc pas encore trouvé toutes les solutions de (F).

Puisque le fonction Sy ne s’annule ni sur I; ni sur I, recherchons les solutions de (E) sur
chaque I de la forme y(x) = A(x)Sy(x)

alors Vo € Iy, y'(x) = N(x)So(z) + A(x)S(z)

et y'(x) = N'() Solx) + 2N (2)S) () + A(r) S} ()

y est solution de (E) sur I si et seulement si Vz € Iy, zy"(z) + 3y (z) — 423y(z) = 0

& Vo e I, z[N(x)So(x) + 2N (2)S(x) + A(x)Sy(z)] + 3[N(2)So(x) + A(x)S)(z)] —
423\ () Sp(x) = 0

& V€ Iy, (250(x))N" () +(2255(x) +3S0(2)) N () + (25 (z) + 354(x) — 42° Sp(x)) M\ (x) =

S

-~

=0

< Vo € I}, vSo(x)N"(x) + (22S)(z) 4+ 35 (x)) N (z) =0
La fonction X est donc solution sur [ de I'équation du premer ordre (F) :
xSo(x)z" + (22S)(x) + 3Sp(z))z =0

Sur chaque [, la solution générale de (F) est :  z(x) = pexp (—/

T 2tS(t) + 350 (t) dt)

tSo(t)
T250(t) 3
z(x) = pexp (—/ o) + —dt) = pexp (—21n |So(x)| — 31n |x| + cte)
a So(t) t
z(x) = e K
C23S2(x)  sh?(a?)
_ W N e 2
done Vz € I, N(z) = 220 = MNz)= 5/sh2(x2)dx = coth(z?) + u”
_ (1 ) sh(z®)  ch(a?) sh(z?)
et y(z) = Nx)Sy(z) = <760th(x )+u'/) poa A ot B 2
Finalement, la solution générale de (E) sur les intervalles I; et I est :
h 2 h 2 x2 —z?
y(x) = AS (:26 ) + B (f ) = 06—2 + DS 5 oit A, B,C, D sont des constantes.
x x x x
Sujet 2-192 (CCP)

Exercice 1 :

o0 1
Pour tout n € N*, soit u,, = /
0

t
(cht)®
1- Montrer que u,, est défini pour tout n € N*,

2- La suite (u,) converge-t-elle 7 Si oui, donner sa limite.

3- Trouver la nature des séries de terme général {u,} et {(—1)"u,}

Exercice 2 :
A3 —3A24+24=0

Trouver les matrices A € M, (R) telles que : ¢ tr(A) =3
A est inversible

SOLUTION :
Exercice 1 :

1
1- Pour tout n € N, la fonction ¢ +— m est continue sur [0, +00]
C n
1 1 2

: _ -t
Puisque Vt € [0, 00|, cht > 1, pour tout n, 0 < bt < T < 2e




t

La fonction t+— e~* étant intégrable sur [0, +oo[, par majoration la fonction ¢ +—

(cht)"
I’est aussi pour tout n > 1. Donc u,, est défini pour tout n > 1.

2- Pour tout ¢t € [0, +o0[ , la suite suite géométrique ( ) est une suite géométrique,
n>1

(cht)™
de raison 1 si t = 0 et de raison strictement inférieure 4 1 sit >0  (car cht > 1)

Dons la suite de fonctions ( ), ., converge simplement sur R* vers la fonction g telle
que: ¢g(0)=1etVt>0, g(t)=0

1 1
De plus on a la domination : Vn > 1, Vt € [0,+00[,0 < < 27! oila

(cht)" = (cht) =

fonction ¢+ 2e~" est continue et intégrable sur [0, +o0].

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et en déduire que

+oo 1 +o0
li dt = t)dt =
n—1>r—iI-1C>o 0 (Cht)n /0 g< ) 0

done

t —t t t
e +e e +e 1
3- @ Pour tout t >0, et <1< e’ donc cht = + < te el et — >et
2 2 cht
+oo +oo —nt +0o0
1 - e 1 ) ) .
donc u, = dt > e "dt = |— = — , ce qui montre par minoration
o (cht)” 0 n 1o n

que ’ la série > u, est divergente. ‘

e La suite (u,) est décroissante (pas de difficulté a le montrer) et de limite nulle. On en déduit
par le critére de Leibniz des séries alternées que| la série alternée Y- (—1)"u, est convergente. |

Exercice 2 :
A3 —3A2 424 =0
Soit A € M3(R) telle que : ¢ tr(A) =3
A est inversible
Alors, A étant inversible, en multipliant I'égalité A% —3A4%2 +2A4 =0 par A~!, on obtient

A2 —3A+2I3=0
Le polynome Q(X) = X? —3X +2= (X —2)(X — 1) est un polynéme annulateur de A,
scindé dans R[X], & racines simples. A est donc diagonalisable dans M3(R).
Et on sait aussi que Sp(A) C {1,2}
a 0 0
Il esiste P € GL3(R), A=P.| 0 b 0 |.P7' avec {a,b,c} C{1,2}
0 0 ¢
Mais la condition tr(A) = 3 entraine que seul le cas a =b=c =1 est possible (si l'un des

nombres a,b ou c¢ valait 2, alors la trace dépasserait 3)
100

0 |.Pt=PP =1
1

donc A = P.

Sujet 3-220 (CCP)

Exercice 1 :
Montrer que la fonction f:¢+ e 'sint est intégrable sur RT.

Calculer/ f et/ |/
R+

R+

(n+1)m
(on pourra montrer que u,, = / |f(t)|dt s’exprime simplement en fonction de wg)

Exercice 2 :
Quel est le rang de la matrice A € M,,(R) dont tous les coefficients valent 1 7

3



Donner ses valeurs propres, ses sous espaces propres, et les matrices des projecteurs sur les
sous espaces propres. Quelle relation y-a-t-il entre ces matrices de projection et A ?

SOLUTION :

Exercice 1 : e La fonction f: ¢+ e 'sint est continue sur [0, +ool.
De plus Vt € [0, +oo[, |f(t)| = |e 'sint| < e™' | fonction intégrable sur [0, +o0.
Par majoration, on en conclut que f est intégrable sur [0, +o00].

“+o00 oo )
/ e tsintdt = Im (/ e_te’tdt>
0 0

—+o00 . (—1+i)tq +o° 1 1 1 . 1 .
/ et — || —g— R s
0 —1+i —1+i 1—di (1—i)(1+1) 2

(car [eCT1H)Y = |etel!| = et —— 0)

t——+oo

Foo +eo . 1414
En prenant la partie imaginaire, / e tsintdt = Im / e tedt | =Im 5 =
0 0

+oo 1
/ e tsintdt = =
0 2

e Par le changement de variable ¢ = nm 4 wu, on obtient :

(n+1) T 0
Up = / |f(t)|dt = / e~ | sin(nw 4 w)|du = e_m/ e “sinudu = e "uy
n 0

us 0

N | —

™ ' (=14t ™ —TeiT ] -T 41

up = Im / et ) = (|| ) = () —m () =
0 =1+, -1+ 1—2

.
2
400 o0 (n+1)m 1
doi £)|dt = £)|dt . _
on [ =32 ([ 10 Zu Ze = g

(somme d’une série geometrlque de raison e™™)

oo e+ 1 lez+e 2 1 T
t dt = - = ks T — = th <—>
/0 POl = o ey = 35—~ 2 (3

+oo 1
/ e !|sint| dt = ~coth <z)
; 2 2

Exercice 2 :
1 1 1
1 1 1
e Soit A la matrice A € M, (R) dont tous les coefficients valent 1 : A = i
1 1 1

Toutes les colonnes de A étant égales, le rang de A est 1.

0 est donc valeur propre de A et le sous espace propre associé est de dimension n — 1, c’est
un hyperplan. Il a pour équation z; + x5 + ... + x,, = 0 dans la base canonique de R".

Reste a trouver une n® valeur propre de A. Puisque la somme des valeurs propres est égale
a la trace de A, la somme de toutes les valeurs propres vaut n, mais 0 étant déja une valeur
propre d’ordre > n — 1, A = n est valeur propre de A, simple.

Le sous espace propres associé est une droite, ¢’est 'image de A.

Elle a pour équation z; = x5 = ... =z,

e Notons f I'’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A, p; le projecteur sur E({ =
ker f et py le projecteur sur E/ = Imf

(€1, e, ...e,) désigne la base canonique de R™.

pi(er) = areq + azes + ... + aze, avec ay +as + ... +a, =0 puisque p;(e;) appartient a
I'hyperplan ker f.



pi(er) —ep = (a1 — 1)ey + ages + ... + aye, appartient a la somme des autres sous espaces,
c’est a dire ici & Imf =Vect(1,1,...,1)

donc (a1 — 1) =as=az=...=a,
En reportant dans la relation a; +as + ... +a, = 0, on obtient : na; — (n—1) =0
n—1
soit finalement a1 = —— , as = a3 = ... = a, = ——
" —1 " a
Le calcul est analogue pour p;(e;) : pi(ej) = n ej — -
" Py
n—1 -1 -1
. . ~1 n-1 ~1
Ce qui donne finalement pour la matrice de p; : P, = — .
n :
—1 -1 n—1
e p, est la projecteur supplémentaire de p; : po = Idgn — 1
1 1 ... 1
. 1111 ... 1 1
La matrice de py est P, =1, — P, = — L ) =-A
n P n
11 ... 1

Sujet 4-208 (CCP)

Exercice 1 :
T T
up(z) =1In (1 + —) - —
n n

Déterminer le domaine de définition de la série S(z) = Zun(x)

n>1
Montrer que S est dérivable sur son domaine de définition et calculer S’(1)
Calculer S(1)

Exercice 2 :
Soit E lespace vectoriel des suites réelles (u,),>0 telles que > u? converge.
oo

Montrer que que 'application ((u,), (v,)) — Z U, v, définit un produit scalaire sur F.

n=0
Déterminer 'orthogonal du sous espace F' des suites nulles & partir d’'un certain rang.

Montrer que F et F- ne sont pas supplémentaires, et que (F+)% # F

SOLUTION :
Exercice 1 :

x T T
e Pour tout n € N*, w,(z) =In (1 + —> — — est défini si et seulement si 1 + — >0
n n n

Le domaine de définition de u,, est A,, =] —n,+o0].
u, () est défini pour tout n si et seulement si = € ﬂ A, =] —1,+o0]
neN*

2 2 u2

Quand u — 0, ln(1+u)—u:u—u—+0(u2)—u:—%+0(u2)N——

2 2
donc, pour tout = €] — 1, +00[—{0}, |u,(x)] ndeo %
n

La série > u,(x) est donc absolument convergente pour tout z €] —1,+o00[ (le cas z =0
est immédiat)
Le domaine de définition de la fonction somme S est donc Uintervalle | — 1, 4-00].

1 1 1
e Chaque fonction u, est de classe C! sur |—1, +oo[ et Vo €]—1, 400, u,(z) = = (1 n x) ——
n L) n

1 1 T

/ . R S
() = n+xr n n(n+ )




Soient a et b réels quelconques tels que —1 <a<0<1<b

1 1
alors, Vo € [a,0],|z] <b,0<n+a<n+z et 0< <
. n+x n+a

donc Vz € [a,b], |u) (z)] <

n(n+a)
b
donc ||u,||ee = sup |u (z)] < ——— , ce qui montre la convergence normale de la
z€la,b] (n + a)
série des normes Y ||ul|| uisque _ b 4=
nlleo PUISA n(n+ a) n?
Ainsi, - La série de fonctions > u, converge simplement sur 'intervalle | — 1, 400,

- chaque fonction wu,, est de classe C! sur ] — 1, +o0[ ,
- La série des fonctions dérivées > u! converge normalement donc uniformément sur
tout segment inclus dans l'intervalle | — 1, 400,

On en déduit par le théoréme de dérivation des séries de fonctions que la fonction somme
S est C! sur tout segment [a,b] C] — 1, +oo[ et que S’(z Zu n(x

Ceci étant vrai pour tout segment [a, b] C]—1,+ool, S est de11vab1e en tout point de segment

] —1,4o00] et : | Vz €] —1,+00], S’(x)——Zﬁ_Z( 1 _l>

— n—+ax n
—+o00
, 1 1
* S(l):Z(TH—l_E)

n=1
p p p p+1 p
1 1 I 1 1
Vp € N¥, E - — E E — - — E - = -1
o vp n_l(n—i-l n) nln—i—l —~n nZQn —~n p+1
+o0
En passant a la limite quand p — +o00 , on obtient g L =-1
’ —~\n+1

S-S (1)1

n=1

e Ela (i) -2) g v

n=1

1
rappelons que Z —=Inp+vy+¢, avec lime, =0
n

n=1

p
1\ 1 1
donc [ln (1+5) _E} —In(p+1)—(Inp+vy+e,) =ln <1+5) S
n=1

+00
1 1
En passant a la limite quand p — 400 , on obtient | S(1) = g {ln (1 + —) — —] = —v
n

n=1

Exercice 2 :

a) e Soient (a,) et (b,) deux suites de F.
2 | 2

a

Pour tout n, (Ja,| — |b,|)? = a2 + b2 —2|a,|.|b,] >0  dou 0 < |ay,l|.|by] < - et par
majoration, »_ a,b, converge absolument.

alors (a, + b,)? = a2 + b2 + 2a,b, est le terme général d’une série convergente et la suite
(an) + (b,) apprtient aussi & E. E est par ailleurs clairement stable par multiplication par un
scalaire. C’est donc un sous espace vectoriel de I'espace des suites réelles.

e Soient (a,) et (b,) deux suites de E. La série ) a,b, converge comme montré ci-dessus et
6



o((an), (bn)) = Z a,b, est donc bien défini.

n=0
L’application ¢ est bilinéaire et symétrique sur F (immeédiat)
Soit (u,) € I*, non nulle : Ing € N, u,, # 0

alors ¢((un), (un)) = > up > >0
n=0

Donc ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur F , c’est a dire un produit
scalaire.

e Pour tout j € N, soit Aj = (§;,,)nen la suite dont tous les termes sont nuls, sauf celui d’indice
j.

Chaque A; appartient & F', espace des suites nulles & partir d’un certain rang.

Soit u = (u,) € F*. Alors, pour tout j € N, ®(u, A;) = u; = 0. u est donc la suite nulle
u

Donc F'+ F+ = F # E  (la suite constante 1 est dans E mais pas dans F)

(PO ={0} =B £F]

Sujet 5-211 (CCP)

Exercice 1 : Soit f € L(R?) dont la matrice dans la base canonique est A =

— = O
CRCI )
[N

Diagonaliser f avec un minimmum de calculs.
Rechercher les sous espaces de R? stables par f.

SOLUTION :
1 21
1 21
1 21
On en conclut que 1 est valeur propre de f, et que le sous espace propre associé, ker(f — 1),
est le plan d’quation = + 2y + 2z = 0 dans la base canonique de R3. 1 est valeur propre au moins
double. Reste a trouver une troisiéme valeur propre A. (qui peut étre encore 1 & priori)
Or la somme des valeurs propres est égale a la trace de f. Donc 1+14+AX=2+342=7
et A =05.
Donc Sp(f) ={1,5} (1 étént valeur propre double)
E} est le plan d’équation z +2y + 2 =0
E% est une droite.
Puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a 3, f est diagonalisable.

Exercice 1 : Remarquons que A — I3 = est une matrice de rang 1.

e {0} est I'unique sous espace de R? de dimension 0 stable par f.

e Un sous espace de dimension 1 (une droite) est stable par f si et seulement si elle est engendrée
par un vecteur propre de f.
Ce sera donc soit la droite E? elle méme, soit toute droite incluse dans le plan E}

e Soit I un sous espace de R? de dimension 2 (un plan) stable par f. Soit alors ]?l’endomorphisme
induit par f sur F.
f étant diagonalisable admet un polynéme annulateur scindé a racines simples (par exemple
le polynome  J] (X = X) = (X — 1)(X = 5) = Q(X))
AESP(f) _
Ce polynome Q(X) est un polynoéme annulateur de f aussi, qui est donc lui aussi diagonal-
isable.



F admet alors une base (w;,ws) formée de vecteurs propres de fvet w; et wy sont néces-
siarement des vecterurs propres de f.
- si wy et wy sont dans le plan E}, alors F =Vect(w;, wy) = E}
- si wy et wy sont I'un dans E} et Pautre dans £}, alors F' =Vect(wy, w;) est un plan
quelconque contenant la droite E?.

outre les cas triviaux de {0} et de R?, les sous espaces de R stables par f sont :
Finalement, - la droite Efc et toute droite incluse dans le plan E}c
- le plan E} et tout plan quelconque contenant la droite £?.

Sujet 6-195 (CCP)
Exercice 1 : o
On considére l'intégrale J,, = / i o dx
o 1+cos?x

a) Calculer .J;
b) Montrer que pour tout n, Ja, =0

“+o00
T
¢) Montrer que z% V' Jopsr = B
n

(indication : on pourra utiliser la fonction 27-périodique impaire coincidant sur |0, 7| avec

la fonction z — —
. 1+ cos?x
Exercice 2 :

On considére 'ensemble A = {(z,y) € R? 22+ 2y* < 8} et la fonction f définie sur A par:
(r,9) — /2?2 + 92+ 1+ 22

a) Montrer que f posséde des extrema sur A et qu’elle les atteint.

b) Montrer que f posséde un unique extremum sur l'intérieur de A et le calculer.

¢) Déterminer tous les extrema atteints sur A

SOLUTION :
Exercice 1 :

a) Calculer J;
T sinz " / m
J = / ———dr = —/ (Arctan(cosz)) dz = — [Arctan(cos x)|;
0 0

1+ cos?x
T T
— _Arctan(—1) + A 1:—(——) r_T
Ji rctan(—1) 4+ Arctan(1) 1)t 173
b) Soit 1 € N, Jp, = / L / ST =) 4 bar le chgmnt de variable
o 1l+cos’x o 1+ cos?(m—u)
U=m—1 _ .
— sinnu
Jon = ———du=—Jy, d Jon, =0
2 /0 1+ cos2u ™ 2 CONE J2
1
¢) Considérons la fonction f, 27r—périodique impaire et telle que Vz €]0, 7|, f(z) = 1T o
cos?x
Puisque f est impaire, ‘v’n €N, a,(f)=0
™ : t
Vn € N, by( / f(t)sin(nt) d / f(t)sin(nt)dt = — / _sin(nt) dt =
7w Jo 14 cos?t
pazre
2
.y
T

La restriction de f a I'ouvert |0, 7| est prolongeable au segment [0, 7] en la fonction x —
1

14 cos?x
I'ouvert | — m,0[. f est donc de classe C' par morceaux sur le segment [—m, 7| et sur R par
périodicité.

qui est de classe C'. Par imparité, il en va de méme pour la restriction de f a



Par contre f n’est pas continue au point 0 car f(0) = 0 (fonction impaire) ,

1 1
et hmf— lim (—) = -

z—0+ \ 1+ cos?z 2
On peut appliquer la version "faible" du théoréme de Dirichlet et affirmer que la série de

1
Fourier de f converge en tout point de R et que Vx € R, S¢(x) = 3 <lir_nf + lir+n f)

™ 70
f étant continue au point > en appliquant cette égalité au point > on obtient : S (§> =

TR
soit encore : an( sm( 72r> =1

2
et puisque by, = —Jgn =0, il ne reste que les termes impairs :
+oo

Z b,(f)sin ( ) Z bop+1(f)sin ( 2p+1) ) Z Jopt1(—
n=1
| = T
ce qui donne finalement en multipliant par 5 Z(—l)”JQnH =5
n=0

Exercice 2 :

a )Lensemble A = {(z,y) € R? x? + 2y? < 8} est compact car ¢’est une partie fermée et
bornée de R2. La fonction f est continue sur ce compact. Elle y est donc bornée et atteint ses
bornes.

b) L’intérieur de Dellipse 3 est un ensemble ouvert.

La fonction f est de calsse

0 x 1
V(z, )EA f( Y)=————F 20 =1 | ——— + 2
Ox vVt +yr+1 2 +y*+1
)=
oy’ Vaei+y?+1
1
(x,y) est un point critique de f <= VI +yz,/ +1 <~ (z,y) =(0,0)
B —
Vai+yr+1
Donc f admet un seul point critique sur &, le point (0,0). C’est le seul point de & qui peut
étre un extremum local de f.
On remarque d’ailleurs que c’est bien un minimum local et méme global puisque

¢) Il reste a rechercher les extrema éventueels situés sur la frontiére de A, c’est & dire sur

Iellipse d’équation x? + 2y% =8
2 2

Paramétrons lellipse % + yz = 1 par Papplication t — M(t) = (2v/2cost,2sint), t €
[0, 27}
vt € 10,27, f(M(t)) = V8cost +4sin®t + 1+ 8cos®t = /4cos®t + 5 + Scos? t

dlf(M(t))] —4sintcost . . (
= — 16sintcost = —2sin(2¢
dt V4cos?t+5 (21)

1
— 14
V4cos?t+5 )

W:o e sin(2) =0 <= 2A=0[1] < t=0 [g]
— te {0%7?3%} — Mec {(2\/5,0),(0,2),(—2\/5,0),(0,—2)}

f(2\/§7 0) = f(_2\/§7 0) =11, f(0,2) = f(0,-2) = V5



Le maximum global de f sur la frontiére de A est obtenu aux points (2v/2,0) et (—2v/2,0)
et vaut 11.
D’aprés I’étude b), c’est aussi le maximum de f sur A.

: f atteint son minimum sur A au points (0,0) et ce minimun vaut 0.
Finalement, ; . . .
f atteint son maximum sur A aux points (2v/2,0) et (—2v/2,0) et ce maximun vaut 11.
Sujet 7 (ENSEA)

a) On considére un espace vectoriel réel £ de dimension n et un endomrphisme f € L(FE),
nilpotent d’ordre n : f* =0 et f*71+#£0

Montrer qu’il existe un vecteur v de E tel que (v, f(v), f2(v), ..., f*"}(v)) soit une base de
E.

Ecrire la matrice de f dans cette base.
b) Montrer que pour tout p compris entre 1 et n — 1, dim(ker(f?)) = p
¢) Rechercher le commutant de f, c’est a dire C(f) = {g € L(E), fog9 = gof}

SOLUTION :
a) Puisque f"1#£0, il existe v € F tel que f"!(v) #0

Montrons que la famille (v, f(v), f2(v), ..., f*"1(v)) est libre.

Soient Ag, A1, A2, ...y A1 € R tels que A\gv + A f(v) + Ao f2(v) + ..o + A1 f77H(v) =0

En composant par f"~! et tenant compte de ce que f* = 0, on obtient

Ao FHW) FAL () F o fPTH0) A A £ (0) = 0
b e > V

donc \g = 0 puisque f"~1(v) #0

En repartant de 'égalité i f(v) + Ao f2(v) + ... + Aym1 /"1 (v) = 0 et en composant cette
fois par f"72, on obtient A;f"*(v) =0 et donc A\; =0

En réitérant le procédé, on obtient successivement Ay =0, A3 =0,... A\, =0, ce qui
montre bien que le systéeme (v, f(v), f2(v), ..., f*71(v)) est libre.

Puisque c’est un systéme libre de n vecteurs dans un espace de dimension n, c’est une base
de F.

La matrice de f dans la base (v, f(v), f2(v), ..., f* 1 (v)) est :

f) f2v) frH ) £ (v)

0 =0

—

0 0 0 0 v
10 0 0| f
A—| o 1 0 0| P
000 . 1 0] i

b) Puisque (v, f(v), f2(v), ..., f*"1(v)) est une base de E, un systéme générateur de Im(f) est
I'image de cette base, c’est a dire (f(v), f2(v), ..., f* 1 (v)) (puisque f(v) = 0)

or (f(v), f2(v), ..., [} (v)) est libre comme systéme extrait d’un systéme libre. C’est donc
une base de Im(f).

11 s’ensuit que rg(f) = n — 1 et par le théoréme du rang, dim(ker(f)) =1

Par une récurrence sans difficulté, on montre de méme que pour tout p compris entre 1 et
n—1, (fP(v), fP2(v),..., f*1(v)) est donc une base de Im(fP).

Il s’ensuit que rg(f?) = n — p et par le théoréme du rang, dim(ker(f?)) = p
Remarque : On peut montrer aussi que (f"7P(v), f* P (v),..., f""1(v)) est une base de
ker( f?).
¢) Soit g € L(E) tel que g,f = fog

alors gof2 = (gof)of = (fog>of = fo(gof> - fo(fog> - fc?g

et par une récurrence immeédiate, pour tout k € N*, g,f* = f* ,g

e g(v) € E donc se décompose sur la base (v, f(v), f2(v),..., [} (v)) de E :
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(ag, ary ...y an_1) € R™, g(v) = agv + a1 f(v) + ag f?(v) + ... + an_1 " (v)
Montrons alors que g = agldp +aif + asf? + ... + ap_1 f*1
11 suffit pour cela de vérifier que les endomorphismes ¢ et agldg +aif + ... + ap_1 f*"
coincident sur la base (v, f(v), f2(v), ..., f*1(v)).
On a déja g(v) = agv + a1 f(v) + as f?(v) + ... + an_1 "1 (v)
alors g(£(0)) = F(g(0)) = flagw + a1 f(©) + a2 f2(0) + o+ ayr [ (v))
= aof(v)+arf*(v)+a2f>(v)+...+ a1 f"(v) = (aoldp+arf+..+an1f*71)(f(v))
puis g(f2(v)) = 2(9(0)) = F(a00 + a1 f(0) + asf2(v) + .. + ans 7 (0))
= a0f2(0) + a1 () + a2 (0) + .+ a1 )
= (apldg + a1 f + ... + an_1 " 1) (f*(v))
en réitérant le calcul, on montre par une récurrence sans difficulté que
Vk €N, g(f*(v)) = (aoldp + arf + ... + an_1 f*7)(f*(v))
Les endomorphismes ¢ et agldp+ayf+...4+a,—1f* ! sont donc égaux puisqu’ils coincident
sur la base (v, f(v), f2(v), ..., [ }(v)) de E.
Donc 3P € R,,_1[X], g = P(f)
Par ailleurs il est clair que tout polyndéme en f commute avec f.
Donc | le commutant de f est C(f) = R,_1[f] = Vect(Idg, f, f /3, ... /" ") |
C’est un sous espace vectoriel de L(E) de dimension n.

Sujet 8 (CCP)

Exercice 1 :

Soit f(x Z n+ n2x2
=1

a) Domaine de définition et de continuité de la fonction f 7

b) Montrer que f est de classe C' sur R*.

c¢) Calculer la limite et un équivalent de f en +oo

d)* Méme question en 0 (question rajoutée)
Exercice 2 :

Soit u I'endomorphisme de R[X] tel que pour tout P € R[X], u(P) = (2X + 1)P(X) —
(X? = 1)P'(X)

Déterminer les valeus propres de u.

SOLUTION :
Exercice 1 :
1
n2x? +n
—six%()un() %25 quand n — 400

al) Posons u,(x) =

La série E u,(z) est convergente par équivalence a une série de Riemann.

-six =0, un( ) ~ L et la série Z un(z) est divergente

Le domaine de définition de f est R*

a2) Par parité, on peut limiter le domaine d étude de f a 10, +o0].
Soit a > 0. Vz € [a, +0oo], |up(x)] <

a2 n2
donc || uy, || 10o|< =5 — et la série de fonctions converge normalement donc uniformément
a’n
sur [a, +oo[. Chaque fonction wu, étant continue sur [a, +00[, la somme f ’est aussi.
Si g est un réel quelconque > 0, il existe a > 0 tel que xy € [a, +00].

[ est continue en tout point z, de R’ et par parité est donc continue sur R".

b) Chaque fonction u, : £+ ———— est de classe C' sur R* et
n?z? +n "



, —2n’x —2x
uy, () = =
(n?224+n)?  (naz?+1)2
Soient a et b quelconques tels que 0 < a < b.

2b 20 1
!/
ve e la b lu@)l s CaTaE S G
2b 1
donc  |ul]|@¥ = sup |u! (z)] < —.—5 et la série de fonctions » w; converge
z€[a,b] a=n

normalement et donc uniformément sur tout segment [a,b] C]0,+o00[. Par application du
théoréme de dérivation des séries de fonctions, on en déduit que la fonctions somme f est
de classe C! sut tout segment [a,b] CJ0, +oo[ et donc aussi sur I'intervalle ]0, +o0].

Enfin, par parité, f est de classe C' sur R*.

o0

1 1
P tout x > 0 = —
¢) Pour tout x , f(z) xQ;l%—i-Tﬂ
1
P n = 5
osons vy, () T

1
00 ;. . . 4
-l vn I oo S = donc la série de fonctions ) v, converge normalement et uniformément

sur [1, 400
1
-Vn >1, li n(T) = =
n=1, lim o (x) =
- d’aprés le théoréme de la double limite xEIEoo ;vn(x) = nz:; mEToo v (7))
s =~ 1 © 1 2
c’est a dire xl_l}r_{loo ( ;m > :n:1ﬁ:€
Finalement, f(l’) ~ 67T— quand Tr — +00
x?
1

d) Soit & > 0 et la fonction g définie par : V¢ > 0, g(t) = T
T

g est décroissante sur |0, +-o0].

Pour tout k € N*, Vt € [k, k+1],9(k+ 1) < g(t) < g(k).

Intégrons cette inégalité :
k+1

b+ 0= [ gtk nars [ gwar< [ g = g0t

k
Sommons (fumé) pour k variant de 1 & p, puis passons a la limite quand p — +o0 :
o) 0o 00 00 1
kE+1) < t)dt < k) = — =
S ot )< [ gt <300 =3 = 1@

done f(a) ~ (1) < [ g0t < 1(2)

1
qui donne finalement ’encadrement :

| o < 10 | sttt + g

Or g(1) et/ / —H;ﬁdt:/lw Lttt = ot ;fi;g%dt
1
:

oo [ —%;t)d%m(lfxzt)]fm

:m( %)—1 < 1+1x2 ) In(1 + 22) — 2In(z)

1
1+ 22
Quand z — 0, chacun des membres encadrants est équivalent & —21In(x) donc, finalement :

12
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| f(z) ~ —2In(z) quand z — 0" |

Exercice 2 :
Soit u I'endomorphisme de R[X] tel que pour tout P € R[X], u(P) = (2X +1)P(X) —
(X2 —1)P'(X)

Déterminer les valeus propres de u.

Sujet 9 (CENTRALE)

Exercice 1 :
Soit f la fonction de R dans R paire, 27-périodique et telle que Va € [0, 7], f(x) = x.

1- A laide de MAPLE représenter le graphe de la fonction f sur [—3m, 37].

2- Représenter ensuite la fonction x — f(x) + f(x + m)
Quelles conséquences peut on en tirer pour la fonction f 7

3- Calculer la série de Fourier S(z).
4- Avec MAPLE, représeneter les 10 premiéres composantes de Sy(x).

> 1 e 1 =1

5- Calculer E il
27 47 4

— (2k + 1) p (2k + 1) P k

Exercice 2 :

SOLUTION :
Exercice 1 :
1- >restart; PP:=evalf(Pi);
f:= x -> if (0 <= x and x<= PP) then x elif (-PP <= x and x<= 0) then -x
elif x >= PP then f(x-2*PP) elif x <= -PP then f(x+42*PP) fi;
Remarque : Si on se contente d’écrire des tests booléens du type " if (0 <= x and x<=
Pi)", MAPLE retourne souvent le message d’erreur suivant : Error, (in f) cannot evaluate
boolean
C’est pourquoi il est préférable de demander & MAPLE de comparer des décimaux flottants
avec l'instruction : PP:=evalf(Pi);

Tracé de la courbe :

>plot(f,-3*PP..3*PP, scaling = constrained);
2 - gi=x->f(x)+{(x+PP) ;

plot(g,-10..10,scaling = constrained);

Conséquences : en premier lieu, tous les coefficients b, (f) sont nuls, puisque la fonction f est
paire.

D’autre part, Vn € N, a,(f) = %/W f(t) cos(nt)dt = %/W (m — f(t+ 7)) cos(nt)dt
a,(f) = /7r cos(nt)dt ! /7r f(t+ m) cos(nt)dt = ! " (u) cos(nu — nm)du
o T J_n ™ Jo

=0 si n#0
(par le changement de variable u =t + 7)
S W e N, au(f) = (—1)" a0, (f)
= (1+(=D)"a,(f) =
donc | Vn € N*, as,(f) =0. |

3-Vn € N%, an(f) = %/0” f(t) cos(nt)dt = %/Owtcos(nt)dt = % {tsm(”t)]ﬂ_z /07r sin(”t)dt
0

n T n

2 Hl1"™  2((-1)" -1

e gy 2 [00) AT
T n 0 ™m

on retrouve bien que Vn € N*, ay,(f) =0

13



—4
et Vn S N, Ao2n+1 (f) =

- m(2n +1)2
2 [T 2 72
enfin, ao(f) = %/ tdt = ;% =
0

T 4= cos((2n + 1))
S == ——
@ =372 (2n + 1)2
5- La fonction f est 2m-périodique, de classe C! par morceaux et continue sur R. D’aprés le

théoréme de Dirichlet, on peut affirmer que la série de Fourier de f converge en tout point de
R et que sa somme est égale a f.

La série de Fourier de f est donc

4 & 1
En particulier en 0, on obtient : S¢(0) = g - HZ:O m = f(0)=0
. > 1 2
d’ou 'on tire : ;m—g

2 0 1 s
La formule de Parseval-Bessel donne : % + Z lan (f)]? = —/ | f(t)|*dt
n=0

(e

—Tr

72 16 1 2 [T, 272
itici: — 4+ — Y ——— == [ 3dt = —
o et +7r2nz%(2n+1)4 7r/0 3

n=0
= 1 N TN | ( 1 ) =1 !
e I D (B ) Doy
— (2n + 1)* — n4 — 2n)* 16 ) nt 96
=1 16 =t 7
) =X — = —
dron ; nt 157 96 90
Sujet 10 (Trés classique CENTRALE-CCP-TPE)
a b b ... b
b a b b
Exercice 1 : a et b étant deux nombres complexes, on définit la matrice M = | b b a
b b . b
1- Calculer le déterminant de la matrice M.
A quelle condition est elle inversible ?
Calculer alors son inverse .
2- M est elle diagonalisable 7 Si oui, la diagonaliser.
Exercice 2 :
SOLUTION :
1- En ajoutant toutes les colonnes a la premiére, on obtient :
a+(n—1)b b b .. b 16 b ... b
a+(n—1)b a b ... b 1 a b .. b
det(M)=]a+(n—-10>b b a .. :|=(@+nm-1b|1 b a :
E S R
a+(n—1b b ... b a 1 b ... b

puis par 'opération C; < C; — bC', pourj = 2.n :
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1 0 0 0
1 a=0 0 0
det(M)=(a+(n—1)b)|1 0 a—0b .. : = (a+ (n—1)b) (a—b)""! puisque
Do .0
1 0 0 a—0»b

la derniére matrice est triangulaire.
| det(M) = (a+ (n—1)b) (a—b)" " |
La matrice M est inversible si et seulement si a + (n — 1)b # 0 et a # b

e Notons J la matrice de M, (C) dont tous les coeflicients valent 1, et I, la matrice unité.
Notons que J? = nJ
alors M =0bJ+ (a—0b)I,
=  M?="0nJ+2b(a—b)J + (a —b)?I, = (bn + 2(a — b))bJ + (a — b)?I,
= M?= (bn+2a—20)(M — (a—b)I,) + (a — b)*I,
= M?=(bn+2a—20)M — (a —b)(bn +2a —2b—a +b)I,
= M?—(n+2a—20)M = (b—a)(bn+a—"0)I,
dans le cas ou M est inversible, on a vu que a + (n —1)b # 0 et a — b # 0. On peut alors
diviser par le produit (b — a)(bn + a — b)I,, qui n’est pas nul :
(M — (bn +2a —2b)1,) I
b—a)(bn+a—-0b) "
M — (bn + 2a — 2b)1,
(b—a)(bn+a—0b)
2 - La relation M? — (bn + 2a — 2b)M = (b — a)(bn + a — b)I,, montre que le polynome
Q(X)=X%— (bn+2a—2b)X + (a — b)(bn +a — b) est un polynoéme annulateur de M.
or Q(X)=(X—-(a—0))(X—(a—b+bn)) est scindé dans C[X] et ses racines, 21 = a —b
et zo = a — b+ bn sont distinctes, sauf dans le cas ot b = 0 mais alors la matrice M est déja
diagonale.
M est donc diagonalisable dans tous les cas.
Ses valeurs propres sont parmi les racines du polynéme annulateur :
Sp(M) C {a —b,a—b+bn}
Le calcul du déterminant de la question précédente, dans lequel on remplace a par a — x
donne alors :
det(M — zI,) = xu(z) = (a—x+ (n — 1)b)(a— b —z)"*
donc xy(X)=(-1)"(X —a—b+nb)(X —a+b)"" et Sp(M) ={a—b,a—b+bn}

= M

ce qui montre que M ! =

Ty
o)
e Soit X = . e Cn.

Tn

T T

i) )

M. . = (a —b) , — M—-(a—bI,)X =0
Tn Ty

<— bJX=0 <<= x1+29+..4+2,=0
Donc le sous-espace propre asocié a la valeur propre (a — b) est I'hyperplan de C" donné
par I’équation : z1 +2z9+ ... + 2, =0

1 1
. 1 .
Par ailleurs M. | . | =(a+ (n—=1)b) | . , ce qui montre que le sous-espace propre
1 1
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asocié a la valeur propre a + (n — 1)b est la droite dirigée par le vecteur

Sujet 11 (CENTRALE)

Exercice 1 : Soit P € C[X]| de degré supérieur ou égal a 1.
Montrer que ’ensembles des racines complexes de P’ est inclus dans I'enveloppe convexe
des racines de P. ( ie le plus petit sous ensemble convexe de C qui contient les racines de P)
/

Indication : considérer -

Exercice 2 : Soit P un polynome a coeflicients réels, scindé dans R[X].
Montrer que P’ est également scindé dans R[X].

SOLUTION :
p

1- P, polynome complexe de degré > 1, est scindé dans C[X]: P(X) = /\H(X — )™
=1

(]
(21, 22, ..., zp sont les racines de P et my, mo, ..., m, leurs ordres de multiplicité respectifs)
On notera Ay, A, ..., A, les images de 2y, 2, ..., 2, dans le plan complexe.

— = AZ (ml — z;)mit H(X — zk)m">
ki
Z X — z

Soit z € C une racine de P’ et M son point image dans le plan complexe : P'(z) =0
- si z est racine de P, alors z est 'une des z; et appartient bien a I’enveloppe convexe des
racines de P.

—

/

. < my
- sinon, tous les z — z; sont non nuls et alors, Bl E =0
z zZ— 2

i=1

m; : :
— E ——— =0 (en prenant la conjugué, m; est entier)
zZ—7Z

z — z
— ZmZ : =0
(Z—-Z)(z—z)

—_—
z— z est la mesure complexe du vecteur A;M et (Z—7Z)(z — z) = |z — zi|° estle
p AM p
carré de sa norme. Donc m;—— = A M=0
DEELS g
Cette égalité montre que M est barycentre des points Ay, Ao, ..., A, affectés de coefficients

positifs, donc appartient a I'enveloppe convexe de ces points.

’ 2

Remarque : I'enveloppe convexe des points Aj, Ao, ..., A, est le plus petit sous-ensemble con-
vexe de C qui contient tous ces points. On montre que 'ensemble des barycentres des points
Ay, Ag, ..., A, affectés de coefficients > 0 est un sous-ensemble convexe de C, qui contient
Ay, Ag, ... Ay, et que cest le plus petit au sens de l'inclusion.

p
Exercice 2 : Soit P un polynéme a coefficients réels, scindé dans R[X]| : P(X) = )\H(X —

a;)™, avec a; € R et m; € N.
Ordonnons les a; par ordre croissant : a; < az < ... < a,
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D’aprés le théoréme de Rolle, puisque la fonction polynome P est continue et dérivable sur
chaque segment [aj, a;11], que P(a;) = P(a;+1) = 0, on peut affirmer qu’il existe b; €|ay, a;41]
tel que P’'(b;) = 0.

Ceci donne p — 1 racines pour P'(X): by < by < ... < b,

Mais, pour chaque indice ¢ pour lequel m; > 1, a; est racine multiple de P d’ordre m;. Elle
est donc aussi racine du polynome dérive P’ d’ordre m; — 1

Cela fournit (my; — 1)+ (ma — 1)+ ...+ (m, — 1) = (my + ma + ... +my,) —p = n — p racines
supplémentaires de P'(X).

On a donc trouvé (p — 1) + (n — p) = n — 1 racines réelles de P'(X). Or P'(X) est de degré
n — 1. Il est donc scindé dans R[X].

Sujet 12 (CENTRALE)

Exercice 1 : Dans un repére orthonormé du plan euclidien on considére la courbe I' d’équation:
22% — T2xy + 23y* + 60x — 80y + 48 = 0
Reconnaitre la courbe I', préciser ses éléments géométriques fondamentaux puis la tracer.

a ap ap ... ap
ap ag Ay ... A9y
Exercice 2 : On considére des réels aq, as, .., a, et la matrice A= | a1 a2 as ... as
a; ag asz ... Qp

1 - Calculer det(A). En déduire a quelle(s) condition(s) A est inversible.

2 - Lorsque la condition précédente est satisfaite, calculerA=! .

SOLUTION :

1 - Soit ¢ le forme quadratique sur R? définie par la formule :
2 =36 x
—36 23 Y
La réduction de la matrice A (avec ou sans MAPLE, il n’y a pas de difficultés) donne :

Sp(A) = {—25,50} E4,. = Vect < ;l ) E# = Vect < _43 )

La matrice A est diagonalisable (dés le départ elle est réelle symétrique) suivant I’égalité :

A=PAP o A= ( =25 0
L4y L[ -3
5 g )95 4

0 50
) est le repére initial, définissons w; = —
La matrice de passage de la base (i, j ) ala base (wy,ws) est alors la matrice orthogonale

q(z,y) = 22 — T2zy + 23y* = (z,y) (

Si (0,7,

?

1 _
P = B < ;l 43 > qui est une matrice orthogonale directe ( det(P) = +1 )

La base (wy,ws) est donc une base orthonormale directe.
— — — x
Le vecteur OM =21 +vyj = x2'w; + y'ws a pour vecteur colonne X = ( y ) dans la
/

base (7,7) et X' = ( :;, ) dans la base (wy,ws)

La formule de changement de base pour des vecteurs non dit que X = P.X’
dou q(z,y) = 'X.AX = (PX")A(PX)='X""PAPX = 'X"'"P(PA.P ) PX =

EXTAXY

_ /
q(z,y) = (2',y) ( 55 500 ) ( ;3, ) = —252" + 50y

14 =3\ [«
. —_ / x - =
Par ailleurs , X = P.X :><y>_5(3 4 )(y’)
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4" — 3y’
r=—>=

!

/5 /
32"+ 4y

J 5

Le point M f; appartient a I" si et seulement si ¢(z,y) + 60x — 80y +48 =0

4z’ — 3y 3z + 4y

—252" + 50y + 60 — 80

—252"% + 50y — 100y’ + 48 = 0
—252" + 50 (y* — 2y/) +48 =0
—252 + 50 [(y —1)* — 1] +48 =0
—252"2 +50 (3 —1)* =2

3:/2 (y/ _ 1)2 B

a7

prreeey

5

+48 =0

—252"% + 50y + 482" — 36y’ — 48z’ — 64y’ +48 =0

Prenons la point Q de coordonnées (0, 1) dans le repére (O, wy,ws). Alors 'équation de T’

dans le repére (2, wy,ws) est :  —

ZL'”2 ( y//) 2

2y @

I" est une hyperbole, d’axe focal (2y), de sommets S(%, 0) et S’(%, 0) dans le repére (2, wy, wo)

Les deux assymptotes on pour équation globale dans ce repére —

soit x”+y”\/§:0 et a:”—y”\/izo

e Tracé :
>with(plots):

x//2

(y//)Q _

(%)

2+

5’

implicitplot(2*x*x-72*x*y460*x+23*y*y-80*y+48, x=-3..1, y=-2..3) ;

ok sk ok sk ok ok skosk ok sk okosk sk sk oskoskok skoskosk sk kR sk ok sk oskok sk ok ok sk ok osk sk ok sk ok ok skek

ap ay ar ... a 0 0 0

a; as Gz ... Q9 a1 — a2 0 0
Exercice 2: det(A) =| @1 a2 a3 ... 43 | =| a; —ay as—ag 0

ay Gz az ... Qap a1 — Qs Gy — Q3 a3 — Ay

(par les opérations Cy < Cy — Cy, Cy «— Cy — Cs, ...

En développant par rapport a la premiére ligne,

a1 — ag 0 0
det(A) = (—=1)"*1a, “ B a2 @ a s 0
a1 — Qg Qg — a3 Q3 — Q4

7Cn—1 — Cn—l - Cn)
0

0

Ap—1 — An n—1

| det(A) = (=1)""ay (a1 — a2)(a2 — as)...(an—1 — ay,) |

( CL1§£O
a; # ap

A est inversible < az # as

an—1 7é Qn,

Qp—1 — Qp

a1
a2

Ap—1
Qnp,

2 - Les conditions de la question 1 étant vérifiées, on peut calculer A~! en concaténant les
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matrices A et [, en la matrice (A|l,,) € M,2,(C) et par des opérations élémentaires sur les
lignes, la transformer en une matrice du type (I,,|B)
On sait qu’effectuer une opération élémentaire sur les lignes d’'une matrice A équivaut a la
multiplier & gauche par une matrice inversible @); € GL,(C) : A devient (), A.
Si on effectue p opérations élementaires, au terme du processus, la matrice A est devenue

QpCp—1---Q3Q2Q1 A = I,

Puisqu’on a effectué les mémes opérations sur la matrice I,, (c¢’est dans ce but qu’on I'a
écrite a droite de A), la matrice [, est devenue Q,Qp—1...Q3Q2Q11,, = B

De ce deux égalités, on déduit que A1 =

QpQp-1...Q3Q20, = B

ap ap a ap |1 0 0 0 L, «— L,—L,_
ay QA Qa9 as 010 .. 0 Ln—l «— Ln—l — Ln—2
(AlL,)=| @ a2 as a3 |10 0 1 0 | on effectue { ............
: Ly < L3— Ly
a, as as a, |0 0 0 1 Ly «— Ly— 1,4
ap ay ay aq aq 1 0 O 0 O
0 o2 — A1 Q2 — A1 Q2 — A1 a9 — a1 -1 1 0 0 0
0 0 a3 —ag a3 — ag a3 — ag 0 —1 1 0 0
H .
0 0 0 Ap—1 — Qp—2 Ap—1 — Ap—2 0 0 .. —1 1 0
0 0 0 0 Ap, — Qp—1 0 0O O -1 1
Puisque les conditions {a; # 0, ay # as, as # as, ..., a,_1 # a,} sont remplies, on peut
( L1 — %Ll
Ly a;al 2
procéder aux opérations suivantes : ¢ ...ocoooeenn
Ln—l — i n—1
anp—1—0n-2
LTL — L n
\ an—0n—1
1 é 0 0 0 0
0 —1 1 0 0 0
as—ai as—ai
0 0 — L 0 0
az—ag az—ag
—> . . . . .
000 1 1 0 0 —1 1 0
an—1—0an—2 an—1—0an—2
000 0 1 0 0 0 an:aln_l anjln_l
Ll «— L]_ — L2
L2 «— L2 — L3
On effectue enfin les opérations : Ly «— Ls— 1Ly
Ln—l — Ln—l - Ln
L _ = =L 0 0 0
al a2—ai az2—ay
ag_—lal a2—ai - a3_—1a2 1 a3_—1a2 1 0 0
N ] 0 a3_—a2 asz—a2 - a4_—a3 0 0
: 1 1 1 :1
0 0 an—1—Gn—2 Gn-1—Gn—2  an—Gn-1  Gn—Gn_1
0 0 0 — -
An—0n—1 an—0an—1
Finalement,
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1 -1 -1
a ga—ar , @ma 01 0 0
as—ai as—aq _1 az—as 1 az—as 1 0 0
Al = 0 az—az az—as  as—as 0 0
-1 1 1 1
0 O an—1—0an—2 (an—lfa'n—Z B an—0an—1 ) - a«n;an—l
0 0 0 An—0n—1 an—0n—1
Sujet 13 (CENTRALE)

Exercice 1 : Soit A un réel positif ou nul et (E) équation différentielle :  xy’ + Ay +ay? = A
+o0
1-Soitg : Z a,z" une série entiére solution de (F) sur un intervalle | — r,r[, (r > 0)

Etablir une relgtioon de récurrence que doivent vérifer les coefficients a,,
Résoudre I'équation dans le cas ot A =0

Déterminer a,, dans le cas général.

Aves MAPLE, calculer les 10 premiers termes lorque A =1 .

r—17 1
2 - Montrer que g(z) “= O < )

1—z

Exercice 2 :

SOLUTION :

1-Vzel—rr] Z a,x" et d’apres le théoréme de dérivation terme a terrme des séries
+o0

entieres, Vo €] —r,r[, ¢'(z) = Z na,z" !
n=0,1

g est solution de (E) sur Uintervalle | — r,r[ = Vz €] —r,7[, z¢'(z) + A\g(z) + 2%g(x) = A
2

400 +o0o +o0o
=V €| —rr|, Z na,r" + /\Z apx" + <Z anx”> =\

n=0,1 n=0 n=0
La série Z a,x" étant absolument convergente pour tout x €] —r,r[, le produit de Cauchy

+oo
de cette série par elle-méme est la série entiére g cpx™ , ou les coefficients ¢, sont définis par

n=0
n
Cp = § Ap0p—k
k=0

+00 +oo n
donc Vx €] —r,r|, Z(n + Nax" + Z (Z akan_k> 2"t =)\

n=0 k=0

+oo n
— Vx €] —r,r[, Aag+ Z nA4 14 Napo™ ™ + Z (Z Clk%-k) 2" =)\
n=0 \k=0
Par unicité des coefficients d une série entiére de rayon non nul, on en déduit :
)\ao =A

Vn >0, (n4+ 14+ Nay1 + Zakan_k =0
k=0
e Premier cas : si A =0
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n
E ApQp—f
0

alors ag est quelconque et Vn >0, a,41 = ——

, ce qui donne :

n+1
9 2&0&1 3 apas + a% + asay 4
allz—ao’ a9 = — :a()’ a3 = — = —a,
2 3
n
§ QQn—k
. k=0
et si jusqu’au rang n, a, = (—1)Fak™ | alors @, = — T
n

n

Z( 1)k 18—&-1( 1)n—ka6L—k+1

+2
k=0 n+1 (TL + 1) 0 n+1 _n+2
(pi1 = — = (-1 — = (-1 a
— (-t (g
ce qui montre par récurrence que vYn > 1,a, = (=1)"ag™!
400 +o00 CL2ZE
_ n n+1 n _ 2 _ n __ . 0 _
alors g(z) = Zanx = aqp + Z = ay — ayT Z( apx)" = ap Thaz =~
n=0 n=1
ao
1+ apgx
Réciproquement, la fonction h: z — = est développable en série entiére avec un
ax
2
—a
rayon de convergence égal a | i et verifie h'(z) = m donc est solution de I’équation
ax

(E) qui se résume & y' +y?> =0 lorsque A = 0.

e Deuxiéme cas : si A > 0
alors I'identification des coefficients de I’égalité (1) donne :
ag = 1

1 n
¥ >0, Gy = ———— (Y Qg
=t e n+1+AQ0%ak

Cette formule de récurrence permet de calculer les termes pas a pas.

>al0]:=1;

lambda:=1;for k from 0 to 9 do a[k+1]:=-simplify(add(a]i]*a[k-i],i=0..k))/(k+1+lambda)

od;

MAPLE calcule les 10 premiers coefficients, et en particulier

A 249045899
7 14370048000
2 - Montrons par récurrence que |a,| < 1.
C’est vrai au rang 0 puisque ag = 1.
Supposons que ce soit vrai jusqu’au rang n.

1 = 1
- _ P —
7HJ+A<;?W”Q _n+1+A§:

=0

Alors |ap11]| =

lagan—i| <
——

n+1

—— <1
n+1+X"
<1

On a ainsi prouvé par récurrence que pour tout n, |a,| < 1.
Il s’ensuit que pour tout x €] — 1,1], |a,z™| < ||2"| et puisque que la série > x" converge

pour tout x €] — 1,1[, par majoration, il en est de méme de

convergence est donc supérieur ou égal al.
o0

De plus, Vx €]0,1], |<Z|an gzgp":_

9(a) @O(lix) *
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la série > a,z™. Son rayon de

, ce qui prouve bien que



Sujet 14-169 (ENSAM)

1 1

v o vn ¢

Exercice 1 : A I'aide de MAPLE, trouver les réels a, b, c tels que la matrice R = \/Lg 0
1 1

i oV C

soit celle d’'une rotation et en donner les caractéristiques.

Exercice 2 : oo A
° Arctan(tz
Montrer que la fonction f : z +— / —1—|—t(2 :

0
Calculer f(0), f(1), f'(x) et la limite de f en +oc.

dt est C” sur R et C' sur R

SOLUTION :

Exercice 1 :

R est une matrice de rotation si et seulement si R est orthogonale et det(R) = 1

Les deux premiéres colonnes de la matrice sont unitaires et orthogonales entre elles.
a+b+c=0

La troisiéme colonne est orthogonale aux deux premiéres si et seulement si { d—c—0

a=c
b= —2c¢
1
La troisiéme colonne est unitaire <= >+ +c?=1 < 62 =1 <= c=+—

V6

Il existe deux matrices R orthogonales :

a1 1 1 1 1

R, = 73 0 7 et Ry = 7 0 7

1 1 1 11 1

V3 V2 V6 V3 V2 V6
>with(linalg):

R:=matrix(3,3,[1/sqrt(3),1/sqrt(2),-1/sqrt(6),1/sqrt(3),0,2/sqrt(6),1/sqrt(3),-1/sqrt(2),-

1/sqrt(6)]);
det(R);radnormal(");

1 1 1
VBV2 Ve

Ainsi, det(R;) = —1 et det(Ry) =1 donc seule Ry = \/Ag 0 \/lé est une
1 1 i
V3ovV2 Ve

matrice de rotation.

L’axe de la rotation r associée représentée par la matrice R est ’ensemble des vecteurs
invariants, c’est a dire le noyau de r — Id

>kernel(R-1);

[’axe de la rotation est dirigé par le vecteur w = [3—1—2\/5—1— 23+ \/6, 24v2+3+ \/6, 1]

cos(f) —sin(d) 0
Dans une base orthonormeée directe (u,v,w) , la matricede rest R = | sin(f) cos(d) 0
0 0 1
Donc tr(R) = tr(R') = 2c0s0+ 1 = —— — —— et cos ¥~ v5 !
onc tr(R) = tr = 2cos =——— et cosf =
V3 V6 2

V261
21/6
Reste a trouver le signe de 6 :
On prend un vecteur u orthogonal a w (par exemple v = [0, —1,2 + V2 4+ V3 + \/6] :
>u:=vector(]0,-1,sqrt(2)*sqrt(3)+sqrt(3)+sqrt(2)+2]); dotprod(u,w);
(I'instruction dotprod(u,w) permet de controler 'orthogonalité entre u et w )
Puis on prend v = w A u de fagon a ce que la base (u, v, w) soit orthognale directe. (Il est
inutile de normer les vecteurs dans le cas présent, ce qui compliquerait inutilement les calculs)
> vi=crossprod(w,u);

cosf =
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Enfin, le signe de sin 6 sera donné par celui de la composante de r(u) sur le vecteur v :
>ru:=multiply(R,u); dotprod(ru,v); evalf(");
-748.5522575

On en déduit que sinf < 0 et donc # = —Arc cos(

V261
2v/6

1 1 1
La matrice R = ?g 01 761 est une matrice de rotation.
V3 V2 Ve

3+2v2+2v3 + 6

En conclusion, I'axe de cette rotation est dirigé par le vecteur w| 2+ +v2+vV3+16
1

—v6—1
I'angle de cette rotation a pour mesure § = —Arc cos i
2v/6
Exercice 2 : A .
rctan(tx
e - Pour tout x € R, la fonction ¢ Ttg) est continue et intégrable (voir
domination) sur [0, +00]
, Arctan(tz) ,
- Pour tout t € [0, 4+o00[ , la fonction z +— BT est continue sur R
Arctan(t
- Pour tout (z,t) € R x [0, +o0], 1"1 +nt(2 ?) S0+ cette derniére fonction de la

variable ¢ seule étant continue et intégrable sur [0, +ool.

Par application du théoréme de continuité des intégrales dépendant d'un paramétre, on en
conclut que la fonction f est continue sur R.
Arctan(tx)

e De plus, en notant H(x,t) = 1+

t

- Pour tout ¢ € [0, +o0[ , la fonction z %(x,t) = AT 20 est définie et
continue sur R
Pour tout = €]0,4+00[ , la fonction ¢ 8H(t) ! t conti t
- Pour tout z €0, +00[ , la fonction ¢ — —(x,t) = est continue e
Oox (14 2)(1 + 22t2)

intégrable sur [0, +00]
- Pour tout a > 0, pour tout (z,t) € [a, +00[Xx]0, +0o0],

O t < ! tte derniére fonction de 1
—(x = cette derniére fonction de la
ox (1+82)(1+22t2) = (1412)(1 + a?t?)’
t 1
variable ¢ seule étant continue et intégrable sur [0, +oo[ car < =

(14+t2)(1+ a?t?) = a?t*  a?t¥’
Par application du théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un paramétre, on en

+o00 H
conclut que la fonction f est C! sur [a, +oo[ et que f'(z) = / 8—(x,t)dt
0 x

+oo t

stant un réel positif quel |V €]0, 400, f(x) = dt
a étant un réel positif quelconque, | Va €]0, +o00|, f'(z) /o 0500 £ 2207

+°° Arctan o1 trt00 -
)= /0 %}ét)dt = % [(Arctan(t))?],_ " = % <_> =

= X X
T+ +20) 1-2 12 Z-1" 1+

( cette décomposition en éléments simples peut étre obtenue a I’aide de MAPLE :
>convert(t/(1+t*t) /(1+x*x*t*t),parfrac,t); )

vz €]0, +o00], f'(x) /m t gt — /ﬁo —t
ZT X0 X)) = —
’ ’ o (1+t2)(1+ z2?) 2-1J 14+t 1+ 222
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2,492 t——+o00
fl(x) = ! Fln(l—i_xt )] - Ina? = Iz

x2—1|2 1+t )], 2(z2 - 1) 2?2 —1
. , Inx
Finalement, | Vz €]0, +oof, f'(7) = —; N
x J—
Arctan(nt)
p o(z) = 2
e Posons g, () T

- Chaque fonction g,, est continue et intégrable sur [0, +oof ,

- La suite de fonctions (g,) converge simplemnt sur [0, +oo] vers la fonction g : ¢
m

2(14t2)
T
-V N* vt e |0 W) < ——+c
we N v € 0, ool 100 < 5
étant continue et intégrable sur [0, +00.

Par application du théoréme de convergence dominée, on peut affirmer que :
+oo

+oo
lim gn(t)dt = / g(t)dt
0

n—-+00 0

+oo T T +oo dt 7-(2

d li = ——dt = — = —

one n—1>r—ir-1<>o f(n) /0 2(1 + t2) 2 /0 14 ¢? 4
<

t
Enfin, par encadrement (si n = E(z), alors f(n) < f(x) < f(n+1) ), on en conclut que :
p

, cette derniére fonction de la variable t seule

. T
xﬂlfoo flz) = T
Sujet 15-171 (ENSAM)
Exercice 1 : Avec MAPLE
b a b a b a
a b a b a b
. |l babadoa 9 . . o
La matrice A = e b ab alb , (a,b) € C?, est elle diagonalisable *
b a b a b a
a b a b a b
Calculer A™ pour tout n € N

Exercice 2 : ]
Calculer une primitive de la fonction g : z — —(2° +1)Y4
x

SOLUTION :

Exercice 1 : Si a et b sont réels, la matrice A est symétrtique réelle, donc diagonalisable.
Mais cet argument ne peut pas étre employé pour une matrice complexe.
Recherchons les éléments propres avec MAPLE :
>with(linalg):

A:=matrix(6,6,[a,b,a,b,a,b,b,a,b,a,b,a,a,b,a,b,a,b,b,a,b,a,b,a,a,b,a,b,a,b,b,a,b,a,b,al);

eigenvals(A); 0,0,0,0,3a + 3b,3a — 3b

Donc Sp(A) = {0,3a + 3b,3a — 3b} , 0 étant valeur propre d’ordre 4.

>eigenvects(A);
[Ba+3b,1,{[1,1,1,1,1,1]}],[3a — 3b, 1, {[1, —1,1,—1,1, —1]}],
0,4,{[-1,0,0,0,1,0],[-1,0,1,0,0,0],[0,-1,0,0,0,1],[0,—-1,0,1,0,0]}]

Dans le cas général ou les trois valeurs propres \g = 0, Ay = 3a + 30, Ay = 3a — 3b sont dis-

tinctes, la somme des dimensions des sous espaces propres est égale a 6 et A est diagonalisable.
-Sib=0, alors \y = Ay = 3a, Sp(A) = {0, 3a}

24



01 0101 01 0101
101010 101010
Dans ce cas A = a (1) (1) (1) (1) (1) é Or la matrice (1) (1) (1) (1) (1) (1) est
01 0101 01 0101
101010 101010
symétrique rélle donc diagonalisable dans Mg(R), donc aussi dans Mg(C) et A est diagonalsiable

dans Mg(C).

-Sia="b, alors Ay = )\g, Sp(A) = {0,6a} mais le sous espace associé a la valeur propre
nulle d’ordre 5 est I’hyperplan d’équation z; + xo + 3 + x4 + x5 + 16 = 0 . La somme des
dimensions des sous espaces propres est égale a 6 et A est 1a aussi diagonalisable.

-Sia= —b,alors \; = A\g, Sp(A4) = {0,6a} mais le sous espace associé a la valeur propre
nulle d’ordre 5 est ’hyperplan d’équation xy — 29 + 23 — x4+ 25 — x4 = 0 . La somme des
dimensions des sous espaces propres est égale a 6 et A est encore diagonalisable.

Dans tous les cas, A est diagonalisable.

e Calculons A™ a I'aide d’un polynome annulateur :
>charpoly(A,x); factor(");
Le polynome caractéristique de A est x4(X) = X4 X — 3a + 3b)(X — 3a — 3b)
Pour n € N donné, la division de X™ par x4 s’écrit :
X" = xa(X)Q(X) + aX® + BX* + X3 + AX2 4+ uX +v
- en remplagant X par 0, on obtient v = 0
0 est racine de x4 d’ordre 4, donc est aussi racine des polynomes dérivés x'y, X’y et x4
- en dérivant une premiére fois, on obtient 1’égalité :
nX" =¥ (X)Q(X) + xa(X)Q'(X) +5aX* +48X3 + 37 X2 + 20X +
qui donne p = 0 en remplacant X par 0.
- en dérivant une deuxiéme et une troisiéme fois on obtient de méme : A=~ =10
donc X™ = x4(X)Q(X) + aX’ + X4
Notons z; =3a+3b et 2z =3a — 3b

)

n—4
- & nouveal, en remplacant X par z; puis par zo, on obtient : { ?1_4 B Z? ig
2 - 2
n—4 n—4 n—4 n—4
diffe . _ond_nd o o — A1 TRk A T
par différence, ozizl 29) = 21 25" et « p— o
) 21 Y20 = azi20 + (2 e —
de méme, { zizg_i _ azizz N ﬁzi — [z —21) = 2122073 — 2573)
n—3 n—3 2 2 n—3 n—3
_ 9(a2 — b _
8= z129(2] zy °) _ (a )(ZZ 27°)
n—4 Zr%fz 1 3 2 b2 n—3 0 n—3
Finalement, X" = xa(X)Q(X) + %X‘E’ + Gt )(;2) A )X4
n—4 n—4 2 2\ (,n—3 n—3
_ 3(a2 —b _
puisque x4(A) =0 (th. de Cayley-Hamilton), A" = it 6b22 AP+ (a )(2212) &
Exercice 2 : ]
g x +— —va3+1 est définie sur I, =] — 1,0[ et sur Iy =]0, +o0]
x
Soit a € I}, .
1 1 (32323 +1 1 [V 1
G(x):/—\4/x3+1dx:§/$d(x:§/ ut du
x x u

( par le changement de variable u = 2% )
On esr ramené a une intégrale abélienne ; on effectue le changement de variable
v=vu+1, u=v"—1, du=403dv

1 v 1 1 4 1141 4 1
G(:L‘)zg/ U+ dU:—/ v 4U3dU:_/udU:_/(1+ 1)d’U
u

3) vt—1 3 vi—1 3 v —
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1 1 1
v—1 wv+1 v2 41

4v—1) 4v+1) 2(02+1)

1 1 1 2 v 1. (v—1 2
(@) 3/(+U—1 v u2+1>“ 3+3nv+1‘ ghretan v
4 1, |Vad+1—-1| 2
G(r)==Va3+1+ -In|-—————| — ZArctan (Va3 + 1) + cte
(z) 3 3 |Vt +1+1 3 ( )
Sujet 16-170 (ENSAM)
Exercice 1 : Avec MAPLE :
3 7 7
Diagonaliser ou trigonaliser la matrice A= | 3 —5 5
3 =5 5

Déterminer I’ensemble des matrices qui commutent avec A.

Exercice 2 :
(_1>nx2n+1

4n? — 1
Exprimer sa somme f & l'aide des fonctions usuelles et étudier le comportement de f aux

bornes de son intervalle de définition.

Calculer le rayon de convergence de la série >

SOLUTION :
Exercice 1 :
e Réduction de A :
>with(linalg):
A:=matrix(3,3,[3,7,-7,3,-5,5,3,-5,5]); eigenvects(A);
3 77
A=13 =5 5
3 =5 5

[37 L, {[17 L, 1]}]7 [07 2, {[07 L, 1]}]
0 est valeur propre double, mais le sous espace propre associé n’est que de dimension 1. La
matrice A n’est donc pas diagonalisable.
On peut en obtenir une réduite de Jordan. Aller voir pour cela dans 'aide en ligne :
"> jordan 7"
>J := jordan(M, 'P’); print(P);

010
J:=100 0
00 3
7
0 5
P:=119 41 _4
12 5 —4

alors A= P.J P!

e Recherche du commutant de A :
C(A) = {M € M,(K)/AM = MA} est une sous espace vectoriel de M, (K) (pas de
difficulté)
Soit M € M,(K). M€ C(A) « AM = MA
MeC(A) < P.JP'M=MP.JP!
— JP'M.P=P'MPJ
e P'M.PecC(J)
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ap Qas as

Notons N = P_lM.P— bl bg b3

i C2 C3
b1 b2 b3 0 aq 3@3
NeC(J) < JN=N.J — 0 0 0 =1 0 b 3bs3
3c1 3¢y 3cs 0 c¢; 3cs
br =0 by =0
by = i by = a
63:3(13 b2_01 a; Qs 0
— by=0 < P = N=[ 0 a 0
3b; = 0 a3 =0 0 0 o
C1:O
C1:O .
. 302201 . C2_O
Revenons a la matrice M :
a B 0
MeC(A) < Fo,B8,7)eK, M=P| 0 a 0 | P!
0 0 ~
1 00 010 0 00
— J(a,B,y)e K, M=Pla|l 0 1 0 |+68]1 000 |+~ 000 p-!
0 00 0 00 0 01
< 3(04,6,’}/)6[(, M:OéP(El,l—|—E272)P_1+BPE172P 1+")/PE373P_1

C(A) = Vect(P(ELl + EQQ)P_I, PELQP_I, PE373P_1)
C’est un sous espace de M;(K) de dimension 3.
On peut remarquer aussi que ’ C(A) = Vect(I,, A, A?) ‘ car ce dernier sous-espace est inclus

dans C(A) et de méme dimension.

100 010 000
((In, A, A?) est libre car (I,, J;J*)= | 0 1 0 |, 0 0 0 |,[ 0 0 O | l'est)
001 00 3 009
Exercice 2 :
o (—1)na2tt P .
Le rayon de convergence de la série ) “r_1 est R =1 (immédiat par le critére de

d’Alembert)
+00
( - 1)nx2n+1

L R R Y e N TESY

D’apres le théoréme de dérivation des séries entiéres,
+00 (_1)nx2n +00 (_1)nx2n—1

Vo el = L[ flo) =Y o m ey
n=1

En dérivant a nouveau,
" o n 2n—2 n 2n ! —Z f’(l‘)
Vo el - L[, f(x) =2 (-1) +Z n—l T2 2

Donc f’ est solution sur l’inthrvalle | —1,1] de I'équation différentielle (F) :
, —x
Y — Y= 1+ 22 T2
La solution générale de I’équation homogéne associée (Ey) :axy’ —y =0 est: y= Az
On recherche une solution paticuliére de I’équation compléte par la méthode de variation
de la constante, c’est a dire de la forme : y(z) = A(z)
alors y/(x) = N(x) x + A(z)

y est solution de (F) si et seulement si ,
Vo €] — 1,1, z(N(z) x + M) — Ma) z =

-1
1+ 22

_x2

+
) =

1
d’ot A(z) = —Arctan

= Vrel—1,1], N(z) =

27



La solution générale de I'équation (E) est donc : y(z) = px — xArctan
+o00
_1)711:271
P : ! — (
uisque f'(x) ; o1
Vo €] —1,1[, f'(z) = —xArctan z
En intégrant par parties, on obtient :

= —2° 4+ o(z*) quand = — 0, on a :

T x tQ T T t2
z) = f(0) + ‘(t)dt =0 —/ tArctan t.dt = | ——Arctant +/ —dt
f@) =50+ [ 1 0 Gt + [
x? 1 [t +1-1
f(ZE) = —?AI'CJC&H T + 5/0 Wdt
x? r 1
et finalement, | Vo €] — 1,1], f(x) = —?Arctan z+ 5 - §Arctan x
I m
£ i S
et im S0 =513
Sujet 17 (ENSEA)
= dt
Exercice 1 :  Soit f : z+— / — (ENSEA)
. W)
Etudier :
- le domaine de définition de f
- les variations de f
- les limites aux bornes.
Exercice 2 : (de téte)
2 a c
A quelle(s) condition(s) sur a,b, ¢, la matrice A= | 0 1 b | est elle diagonalisable ?
0 01
SOLUTION :
1
Exercice 1 : a) La fonction g : ¢+ () est définie et continue sur |0, 1{U]1, 4+o00].
n

-si z €]0,1], alors 0 < 22 < z < 1, [z%,2] C]0,1] , la fonction g est continue et donc
intégrable sur le segment [2%, x] et f(x) est défini.

- si z €]1,+00[, alors 1 < z < 22, [z,2?] CJ0,4o0] , la fonction g est continue et donc
intégrable sur le segment [z, 2] et f(x) est défini.

- si ¢ < 0, alors g n’est pas définie sur Uintervalle ][z, 0][ et f(z) n’est pas défini.

- enfin, f(0) et (f1) n’ont pas de sens car g n’est définie ni en 0 ni en 1.

Donc le dommaine de définition de la fonction f est| D, =]0, 1[U]1, +-00] |

b) La fonction g est continue sur chaque intervalle ]0,1[ et |1, +oc[. Elle admet donc une
primitive sur chacun de ces intervalles, qu’on notera GG dans les deux cas :
1
vt €]0, 1|U]1 G'(t)=gt)= —
€011+l (0 = 9(0) = oo
d’aprés Pétude faite en a), selon laquelle [z2 2] C]0,1[ si z €]0,1[ et [z,2?] CJO,+oo[ si
x €|1,+o0[, pour tout x €]0, 1{U]1, 40|, f(z) = G(2?) — G(x)
G étant C! sur 0, 1{U]1, +-o00[, par composition f Pest aussi, et
2 1 —1
Va €]0, 1[U]L, +o0[, f'(z) = 202G (%) — G () ’ °

- In(z2) In(z) In(z)
Puisque sur |0, 1[, (x — 1) et Inx sont négatifs, que sur |1, +oo[, (x — 1) et Inx sont positifs,
on peut alors dresser le tableau de variations suivant :
0 1 +00
f'(zx) + I+
() o e
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c) eVr €)0,e ]Vt € [2%,2], 0 <2’ <t <z <e! donc 2lnz <Int <lnz < -1

< — < — | ce qui donne en intégrant entre x?et x:
2Inz — Int ~ Inz
2 —x T 1 22—z
< —dt <
2lnx L2 Int Inx
2
¢ —
Quand z — 07,22 — 2 — O et Inz — +oo donc lim+ =0, ce qui montre par
r—0 nr

encadrement que a}g{% f(z) =0

e Soit x €]1, +o0.

x? 1 (z—1)2 1 (z—1)2 1
f(z) :/ —dt:/ —du:/ ———du avec lime(u) =0

1 utue(u) u—0

(z=1)% 1
f(z) = / ——du = / —(1 + e2(u))du avec lir%gg(u) =0
x x u u
(z—1)?

#du (1)

(z—1)2
g ]V ) g,
Fla) = a5+ [ u=tue+ 1)+ [

u z—1
In(x+1) — In2 quand z — 17

/(x1)2 £a(u) "
z—1 u

or, puisque lim ey(u) =0, quand © — 17, sup lea] — 0
=0 . [(a—1),(@=1)2]
et par majoration, / Mdu — 0
z—1 U

d’aprés 1'égalité (1), on conclut que xlgﬂ f(z) =In2

Un calcul analogue montrerait le méme résultat a gauche. Donc glclinl f(z) =In2

2—x a c
Exercice 2 : det(A—zl3)=| 0 11—z b |=(2-x2)(1—x)?
0 0 11—z
2 est valeur propre simple et 1 est valeur propre double.
Dans tous les cas dim(E3') = 1 car 2 est valeur propre simple.
A est diagonalisable si et seulement si dim(F;{') = 2 car 1 est valeur propre double.
1 a c
Or dim(E{) =3 —rg(A—1103) et A—I3=| 0 0 b | estderang 1sib=0etde
000
rang 2 sinon (regarder les lignes)
Finalement, ] A est diagonalisable si et seulement si b = 0 ‘

Sujet 18 (ENSIIE)

Cours : Continuité des apllications linéaires en dimension finie

Exercice :  Soit f € L(R?) telle que f2 + f%>+ f = 0 et qui ne posséde pas de polynome
annulateur de degré inférieur a 3.
Soit A la matrice de f dans la base canonique.

1. A est elle diagonalisable dans M3(R) ? dans M3(C) ?
2. Montrer que rg(f) = 2.

3. Montrer que Im(f) C ker(f?+ f+ 1)

Montrer que R? = ker(f) @ ker(f? + f + I)
29
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4. Montrer que Vx € ker(f?+ f+ 1), x # 0, (z, f(x)) est une famille libre.

0 0 O
5. Montrer que A est semblable & la matrice | 0 0 —1
01 —1

SOLUTION :
1. @ Le polynome Q(X) = X3 + X? + X = X (X — j)(X — j2) est un polynéme annulateur
de f et donc aussi de A.
Donc Sp(4) € {0, 7, 5%}

Si A était diagonalisable dans Mj3(RR), sa seule valeur propre réelle possible étant 0, elle

000

serait semblable & la matrice diag(0,0,0) = | 0 0 0 |, donc serait nulle. Mais alors
000

le polynéme X serait un polyndéme annulateur de A de degré 1, ce qui est exclu par

hypothése.

Donc ’ A n’est pas diagonalisable dans M;(R). ‘

e Le polynéome Q(X) = X (X — j)(X — j2) est un polynome annulateur de A, scindé dans
R[X] et a racine simple. | A est donc diagonalisable dans M;(C). |

2. Si f était inversible (c.a.d. de rang 3), alors en composant par f~!, on aurait f>+f+1 =0
et le polynome de degré 2, X2 + X + 1, serait un polynéome annulateur de f. Donc

rg(f) < 2.
Donc 0 est valeur propre de f.

D’aprés la premiére question, A est diagonalisable dans M3(C), donc semblable a 1'une
des matrices diag(0,0, j), diag(0,0,j%), diag(0, , %), diag(0, 7, ), diag(0,j2,7%). Or A
étant réelle, sa trace Pest aussi. De toutes les matrice précédentes, seule diag(0, 7, 7%) a
une trace réelle. Donc A est sempblable dans M3(C) a diag(0, 7, 5%) et son rang est 2.
Ainsi, | rg(f) =2

De plus, Sp(A) = {0, 7, %}

3. eVr € Im(f),3t € R:x = f(t). Alors (f2+f+1)(x) = (+ >+ f)t) =0 et
z €ker(f2+ f+1)

Donc Im(f) C ker(f? + f + 1)

e Soit € ker(f) Nker(f>+ f+1). Alors f(z) =0 et (f°+f+1)(z) =0 =

S (@) + f(x) +o
T %

Donc z = 0 et ker(f) Nker(f*+ f+1)={0}
La somme ker(f) + ker(f% + f + I) est directe, et est un sous espace de R3.

Par ailleurs, dim(ker(f)) = 1 (th. du rang) et dim(ker(f* + f + I) > 2 car Im(f) C
ker(f*+ f +1)

Mais dim(ker(f?+ f+1)) <3 sinon, f>+ f+1 =0 et X%+ X + 1 serait un polynome
annulateur de f de degré 2. Donc dim(ker(f+ f+1)) =2

Il s’ensuit que dim (ker(f)®ker(f?+ f+1)) = dim(ker(f))+ dim(ker(f>*+f+1)) = 14+2 =3

L’inclusion ker(f)@ker(f2+ f+1) C R? et I'é¢galité des dimensions permet alors d’affirmer
que | ker(f) @ ker(f*+ f+1)=R* |

30



4. Soit x € ker(f? + f + I), non nul.
Considérons A et u € R tels que Az + pf(x) =0
alots Af(x) + uf2(2) = 0 = (@) + u(~ () — ) = (A — ) f(2) —
Ajoutons l'égalité Az + pf(xz) = 0 multipliée par pu — A
et Pégalité —ux + (A — p) f(z) = 0 multipliée par p
On obtient : (A(u — ) — p?)z = 0, soit, puisque z est non nul, A2 + > — Ay =0
:>()\—§)2—|—“I2:0 — (A=5)=5=0 (car X et p sont réels)
= A=u=0
Donc la famile (z, f(x)) est une famille libre.

5. @ Soit x € ker(f?+ f+1), non nul. Alors (f>+ f+1)(z) =0, donc (f2+ f2+ f)(x) =0
, donc

(f2+ f+DIf(@)] =0et f(z) € ker(f2+ f+1)

(z, f(x))) est un systéme libre de ker(f?+ f+1), qui est de dimension 2 d’aprés la question
3. (z, f(z))) est donc une base de ker(f% + f + I).

e Soit y un vecteur non nul de ker(f). Il constitue a lui seul une base de ker(f) qui est
de dimension 1.

Et puisque ker(f) @ ker(f?+ f+ 1) = R3, (y,z, f(x) est une base de R3.
Les relations f(y) = 0, f(z) = f(x), f(f(x)) = —z — f(z) permettent de voir que la

00 O
matrice de f dans la base (y,z, f(z)est B=| 0 0 —1
01 -1

00 O

A est donc semblable & la matrice | 0 0 —1

01 -1

Sujet 19 (Centrale Supelec)

Soit, (eq, e, ..., €,) une base orthonormée d’un espace euclidien F.
A toute permutation o de [[1,n]] = {1,2,...,n}, on associe 'endomorphisme f, de E défini
par :  pour tout i, fo(e;) = €,()

1. Montrer que 'application qui a ¢ associe f, est un morphisme injectif du groupe S,, dans
le groupe GL,(F).

1
2. Montrer que p = = E fo est un projecteur orthogonal et préciser son image.
n!
oESh

3. Montrer que si z € kerp — {0} alors la famille (f,(z)),es, engendre kerp

SOLUTION :

1. Pour tout ¢ € S, 'application f, transforme la base (eq, es, ..., €,,) en une base orthonor-
mée (eg(l), €o(2)s - eg(n)). fo est donc un automorphisme orthogonal de E.

Soient s et 0 € S,,.
Pour tout i? fo’ 0 fs(ei) - fo‘(fs(ei)) = fa(es(i)) = €o(s(i)) = €ops(i)) = faos(ei)

donc fo o fs = faos
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Si on note ® I'application qui & ¢ associe 'endomorphisme f,, on a ainsi montré que
pour tous s,0 € S, ®(0),P(s) = ®(0,s), c’est a dire que ® est un morphisme du groupe
(Sn,0) dans le groupe (O, (R),0)

X pop=< Z;f> ( .SEZS:fs>—( ' zsj (%jff)
S (sz>

€Sy \s€Sy,

Or, pour tout o € S, fixé, 'application s — o,s est une bijection de S, dans lui-méme
(dont la réciproque est s — o, 's). Donc, quand s décrit S, o,s décrit également S,

1 1

- , — !

() - a T (h )~ T e =
o€ES, s’'esS. g€eS, s'eSy, ogESy,

(puisque Card(S,) = n!)

On a ainsi montré que p est un projecteur.

. 1
e Pour tous (7,7) € [[1,n]], < p(e;), e; >= < Z fs(ei),ej >= — Z < ey3), €5 >

SES T s€S,

d’ott pop =

1 —
Or, la base (e1, €z, ..., €,) étant orthonormeée, < ey, e; >= { S? s(1) =J } = 0s(i).,j

0 sinon
RS 1 1 . . . —1/ -
d'ou < p(e;),e; >= o Z Os(i),j = o Z Sis1(j) (car s(i) =7 & i=5""(j))
" s€Sn " s€Sh
<ple;),ej >= ‘Z < ej, 5-1(j) >= — o Z < e, ey
s€Sy ) s'eSh

(quand s décrit S,, s’ = s~ le décrit aussi )

< pley), ej >=< e;, |Z€S >=< ¢, ‘ZfS/ e;) >=< e;,ple;) >=< p*(e;), e; >
s'€Sn s'eSn

Donc pour toutj, < p(e;),e; >=< p*(e;), e; >, les vecteurs p(e;) et p*(e;) ont les mémes
composantes dans la base (eq, es, ..., €,) , ils sont donc égaux. Donc p* = p.

Enfin, puisque p* =p = p‘1 ’ p est un preojecteur orthogonal de 'espace euclidien F. ‘

e Pour tout 7, p(e;) = Z fs(e) = nl Z €s(3)

T sE€S, T s€S,

Pour i fixé, quand s décrit S,,, s(i) prend chacune des valeurs 1,2,...n, (n — 1)! fois.
er+e+ ...+ e,
n

1
donc p(e;) = n'(n —Dler+er+...+e,) =

er+e+...+e,

Les images des vecteurs de base (eq, e, ..., €,) sont toutes égales a
n

Donc’ I'image de p est la droite vectorielle engendrée par le vecteur v =¢e; +e3 + ... + e,

Remarque : kerp est le sous espace supplémentaire orthogonal a cette droite, c’est a
dire I'hyperplan d’équation z; + x9 + ... + x, = 0 dans la base (e, e, ..., €,) .

n
. Soit x = Zwkek € ker(p). Alors oy + o+ ... +x, =0 et Ji,2; #0
k=1
Puisque 'un des x; est non nul et que Y xp = 0, il existe un deuxiéme indice j tel que
x; # 0 et x; # x; pour la méme raison.
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Les n — 1 vecteurs w2 = e; — eg, w3 = €1 — e3, ..., wn = e; — e, de ker p sont linéairement
indépendants (immédiat) et forment donc une base kerp (puisque dim(kerp) =n — 1).

Pour montrer que la famille (f,(z))ses, engendre ker p, il suffit de montrer qu’elle engen-
dre chacun des vecteurs wsq, ws, ..., w,.

® T =6+ 1€+ g L€

ki,
Soit 7 la transposition 7;; . f-(x) = x;7(e;) + x;7(ej) + Z z7(ey)
ki,
= Tier() + Tjery) + Z Trer(k) = Ti€j + Xj€; + Z Tp€L
k#i,j k#i,5
= [fi(x) = fr(z) =2 — fr(x) = (2 — xj)ei + (x5 — mi)e; = (2 — x5)(e; — €)
1
done. e — e; = ——(fi(a) — () EVect((fo(x))res,)
i j

e Puisque fy, fs = fo,s » Vect((fo(x))ses, ) est stable par tout endomporphisme f,.

En prenant pour 7 la transposition 7,

fr(ei =€) = eri) — erj) = e1 — ej EVect((f5(7))ses,)

Enfin, pour £ = 2,3, ..,n, en prenant pour 7 la transposition 7 ;,

frler =€) = ey — €rj) = €1 — e, EVect(([fo(2))oes,)
Donc les n — 1 vecteurs ws, ws, ..., w, qui forment une base de kerp appartiennent a
Veet((fo(2))ses, ), ce qui montre que la famille (f,(z))ses, engendre ker p.

Sujet 20-133 (CENTRALE)

On considére I'équation différentielle (E) : y”(x) + e “y(z) =0
1- Montrer qu’une fonction f solution de (E) sur R est 2w —périodique si et seulement si :
£(0) = f(2m) et £1(0) = f'(2m) 2
1 g ,
2- Soit f une telle solution. On note ¢,(f) = 2—/ f(t)e " dt
T Jo

Trouver une relation de récurrence entre c,(f) et c,_1(f)
En déduitre que (F) admet une solution 27 —périodique non nulle.
3- Donner le développement en série de Fourier de la fonction ¢+ exp(ze®) et interpréter

1 [~ o

la solution a l'aide de la fonction ¢g:x — — / exp (2 cos(t) 6_15) dt
T Jo

SOLUTION :

1- Si f est une solution de (E) 2r—périodique, alors f(0) = f(27) et puisque f’ est elle aussi
2r—périodique, f'(0) = f'(2m).

e Réciproquement, soit f une solution de (E) sur R telle que f(0) = f(27) et f'(0) = f'(27)

Considérons la fonction g définie par : Vo € R, g(z) = f(z + 27)

alors g(0) = f(2m) = f(0) et ¢'(0) = f'(2m) = f'(0)

et on vérifie que g est également solution de (F) (calcul sans difficulté)

L’équation (F) est du second ordre, linéaire, et le coefficient de 3” ne s’annule pas sur R.
On peut alors appliquer le théoréme d’unicité de Cauchy-Lipschitz aux solutions définies sur
R : f et g sont deux solutions de (F) sur R et qui vérifient les mémes conditions initiales au
point O :

9(0) = f(0) et g'(0) = f'(0)
Elles sont donc égales : Vo € R, g(z) = f(z)
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Donc Vo € R, f(xz +27) = f(z) et la fonction f est 2r—périodique.

2- Soit f une solution de (£) sur R 2r—périodique.
Ses coefficients de Fourier sont alors définie. De plus, f est (au moins) de classe C? sur R
et on peut intégrer par parties comme suit :

—znt 2m —znt
VneZk, ¢ / F(t)emtdt = <[f } / £t )
T or —in —zn
B 7znt B 1 ,
o | r0S =)
donc, Vn € Z*, c,(f") = inc,(f) et cette égalité est encore valable pour n =0 (¢o(f') =0
car f est 2r—périodique)
En appliquant ce résultat a f’, on obtient : c¢,(f") = inc,(f') = (in)%c,(f) = —n?c,(f)

Par ailleurs,
/ f —mtdt = / f —zt —i(n— 1)tdt / f// —z n—1) tdt

car f"(x) + e~ f(x
donc, cn(f) = —ca-r(f") = (n = 1)? Cnfl(f)

Ainsi, VYn € Z, c,(f) = (n — 1)%c,_1(f)

soit aussi : | Vn € Z, co1(f) = nca(f) |

e Pour n = 0, on obtient alors ¢; = 0

Pour n = 1, la relation 12¢;(f) = co(f) donne ¢y = 0.

Par une récurrence immeédiate, on montre que Vn € N*, ¢, = 0

e Pour n = —1, on obtient (—1)%c_; = ¢y donc c_; = ¢
. S 2 O _C3 Co
PUS C2 =T =3 0T T C‘“?‘W
. L, " Co G
et de maniére générale, Vn € N*, ¢_,, = 23242 e
C
Donec. | Vn € N*, =0et c_, = 0
) (n)?
i e—inr
Donc Vx € R, f(z) = ¢
e (n!)?
f'mm —inx 1 1
Réciproquement, la série —— cvge normalement sur R puisque |——=| = < —
il existe des solutlons de (F) définies sur R et 27-périodiques non nulles ;
. o —inx
e
En conclusion, elles sont de la forme = — A W
n!
n=0

3 W, 1) € B, exp (2cos(t) 1) = 30 2O

n=0
(série exponentielle complexe convergente sur C)

exp (2 cos(t) 671%) - Z Heodlte

n!
n=0

Pour tout z, la fonction t+— exp (2 cos(t) e”%) est continue donc intégrable sur le segment
[0, ]

1 & .z 1 m e 2n n ¢ Z—
donc Vz € R, g(z) = %/ exp (2 cos(t) 6725) dt = _/ (Z cos"(t) e~ > dt
B 0

T n!
n=0

n!

n

2" cos™(t) e~
n!

Pour tout z fixé, la majoration

< — montre que la série de fonctions
n!

‘na
L)

2" cos
de t, Z ' converge normalement donc uniformément sur le segment [0, 7].
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s nT

™ oo 2n n t —jnz o0 T 27’L n t _;nx
On peut alors écrire : / Z cos™(t) e7"2 dt = (/ cos™(t) e™" dt)
0 n! 0 0 n!

1 — T " cos™(t) eV T L N
donc Vz € R, g(z) = ;Z (/ cos(t) e’ 7 dt) == Z %/ cos” (t)dt
0 : 0

n=0

™

4 2
e Reste a calculer w,, = / cos”(t)dt , intégrale resemblant aux intégrales de Wallis ( / cos" (t)dt)
0 0

Vn e N, w, = / cos" ! (t) costdt = [cos" " (t) sin t]g +(n — 1)/ cos" 2t sin” tdt
0

0 ~ TV

=0
w, = (n— 1)/ cos" 2t (1 — cos® t)dt = (n — 1)(wp_y — wy,)
0

— Wy, = Wp—2

Pour n = 2p pair, woz/ dt =
0

11
Wy = 221]0 = 271'
3 1.3
Wy = —Wy = —
T4 24
_2p—1 1.3....(2p— 1)
""" Y = T T T o
o . (2p)!
et en multipliant haut et bas par 2.4.6...2p, on obtient : | wy, =
(27 pl)?
Pour n impair, w; = / cost dt = [sint]; = 0 et par une récurrence immeédiate,
0
] Vp € N wgyr; =0 ‘
1 2” -y _ 1 22 i
e dou Vx € R, g(z) = / cos” ;ﬁwgp

(seuls les indices pairs ont une contribution non nulle)

—ipx

1 o= 2% e7ipe (2p). e
o) =~ =Yt
0 ; (2p)! (27 p!)? pz:% (p!)?
En comparant au résultat obtenu dans la question 2, on en conclut que les solutions péri-

A [T 2
odiques de I’équation (E) sont les fonctions de la forme : | y(x) = —/ exp (2cos(t) e~'2) dt
T Jo

Sujet 21-135 (CENTRALE avec MAPLE)
On définit une suite par la donnée de son premier terme uy € R et par la relation récurrence
Uy + 1
Unp+1 = =
2 —uy,

1- Représenter la fonction associée a (u,,). La suite peut elle converger ?
2 Calculer les 30 premiéres valeurs pour différentes valeurs de ug. Expliquer comment

Conjecturer le comportement de la suite puis prouver cette conjecture.

SOLUTION :

1- Si tous les termes de la suite (u,) sont définis, alors pour tout n,wu, # 2. Si de plus elle
[+1
converge vers un réel [, alors | = lim(u,) = limu,; = e donc I2-0)=I1+1 =

2 —1
P—1l+1=0
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Or le polynome X? — X + 1 n’a pas de racine réelle (A = —3 < 0)
Donc aucun réel ne vérifie la relation (> — [ + 1 = 0 et la suite (u,) ne peut pas converger.
| Dans tous les cas, la suite (u,) est divergente |

r+1
—x

e La suite (u,) vérifie la relation : Vn € N, u,41 = f(u,) ou f est la fonction z —

>fi=x->(x+1)/(2-x);

plot(f,x->x,-8..10,-10..10);

Le tracé du graphe de la fonction f et de la fonction x — x montre par ailleurs qu’il n’existe
pas de réel tel que f(z) = x car les deux courbes ne se coupent pas.

2- >u[0]:=80/53;

n:=30; for k from 0 to n do u[k+1]:=(ulk]+1)/(2-ulk]); od;

L’algorithme qui précéde permet de calculer les 30 premiers termes de la suite en fonction
d’une valeur donnée de wug. Il permet de constater que la suite (u,) est périodique de période
6. En changeant la valeur initiale ug, on constate toujours le méme phénoméne.

Puisque pour tout n, 41 = f(un), pour tout n, unye = fO(un) = f(F(F(F(f(f(un))))))-
Pour montrer que u, 15 = u,, il sufit de vérifier que f,f,fofofof = Id

La calcul "a la main" de f,f, fofofof(x) étant fastidieux, on utilisera MAPLE :

(fafafefafaf)(x); simplify(%);

ou aussi :

f(E(£(f(£(f(x)))))); simplify(%);

On a ainsi vérifié que f® = Id. La suite (u,) est donc périodique, de période 6.

Sujet 22-128 (CENTRALE avec MAPLE)

E est un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’'une base orthonormale directe
(61762763)‘

1- Soient ©w = ae; +bey +ces et q:v— uAv
Déterminer la matrice de ¢ dans la base (e, €3, e3)

2- Soit f la rotation d’axe dirigé par u, d’angle de mesure 6.

Montrer qu’on peut décomposer f sous la forme f = aldg+ Op+yq ou p est le projecteur
orthogonal sur Vect(u).

Exprimer «, § et v en fonction de #. On pourra utiliser la matrice de rotation canonique.

A Taide de la décomposition précédente, calculer la matrice de la rotation d’axe dirigé par
4e1 + 3es, d’angle 7 relativement a la base (ey, ez, €3).

Vérifier le résultat obtenu en calculant cette matrice a I’aide de MAPLE.

SOLUTION :

1- Sachant que ey Aeg =e3 , ea ANe3 =e; et e3 Aep = ey , par linéarité et anticommutativité,
on obtient : q(e1) = (aeq + bey + cez) A ey = beg A ey + cez A\ eg = ces — beg

de méme, g(e2) = —cer +aes et g(ez) = be; — aey
0 —c b
La matrice de ¢ dans la base (e, €2, e3) est donc Q = c 0 —a
—b a O
u
2- e Soit p le projecteur orthogonal sur Vect(u). u n’est peut-étre pas unitaire, mais u' = W
u

est un vecteur unitaire qui forme une base de la droite Vect(u).
<u,xr >
Donc Vz € E, p(z) =< v,z >u = Wu
U
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e Soit x € E ;
Jy € Vect(u), Iz € Vect(u)t, x =y +2 (y=pz) = ﬁﬁbﬁ;u z=u1z—p(z))
f(x)=f(y ) + f(z ) et f(y) =y car y est sur axe de la rotation.

La base ( : , 4 : ) est une BON directe de F.
= Tl ™ T T
La matrice de la restriction de f au plan Vect(u)t = = Vect(Zp, up A Hj_l) est celle de la

cosf) —sind )

tation plane d’angle 6, & savoir [
rotation plane d’angle 0, & savoir ( sinf cos6

d’ou f(”%H) = COSHH%” + sin @ (HZ_H A ﬁ)
et f(z )zcos@ersin@(H“—H > = cosf(x — <”“|~’rz>u)+sm9<” i (z— <‘ﬁtﬁ2>u>>
=cosbl.x — COSQ<” e u—i—sm@ll n AT

et finalement, f(z) = f(y) + f(z )—cos&x—i—(1—cos€)<|f’ﬁ”2>u+sm9

Tl

< >
f(x)zcose.m%—(l—cos@)u’—iu—i—smé)( /\x)
[l [lul]
. . sin 6
Soit aussi : | f(z) = cosf.x + (1 — cosO)p(z) + q(x)
[[ul] -
f est bien de la forme f = aldg+ Bp+vq avec a =cosf,3=1—cosf,v = %
u
<u,e > a A
e pley) = T U= et de méme,
c
Plea) = ot ot o) = Gt
1 a®> ab ac
L trice de p dans la b t d P=—— b b b
a matrice de p dans la base (e, es, e3) est donc PR a <2:
ac bc c
0 1
Siu=4e; +3ez et =75, alors a=cost = 0,5—1,7—8“111” R
1 16 0 12 0 -3 0
dans ce cas, P = % 0 0 O et@Q=113 0 —4
12 0 9 0 4 0
La matrice de la rotation f est M = 0.3+ P + %Q
L (16 0 12 L [0 =3 0 = -3 Z
M:—000+—30—4:§0—§
25 ) 2 4 9
12 0 9 0 4 0 % r 9
e Vérification avec MAPLE :
, L . 3 — — 3 4
L’axe est dirigé par le vecteur normé v’ = g€1+563. les vecteurs ¢ =eset j = —g€1+563

sont unitaires, orthogonaux a u’ et entre eux.
— =
Le systéme (i, j,u’) forme une BON de E. La matrice de passage de la base (ej, €2, €3) a

0 —3 4
5 5
cette deuxiéme base est P’ = 1 0 0
0o 4 3
5 5 N
Son déterminant vaut +1, ce qui assure que la base (i, j,u') est directe.
cosf —sinf 0 0 -1 0
La matrice de la rotation dans cette base est R = sinf cosf 0 | = 1 0 O
0 0 1 0 0 1

La formule de changement de base nous permet d’affirmer que la matrice de f dans la
premiére base (e, e, e3) est M = P71 R. P’
>with(linalg);
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R:=matrix(3,3,[0,-1,0,1,0,0,0,0,1]);
P:—matrix(3,3,[0,-3/5,4/5,1,0,0,0,4/5,3/5]);det(P);
M:=multiply (P,R,inverse(P));

Sujet 23-131 (CENTRALE)

1- B est lespace vectoriel des fonctions continues sur R, & valeurs complexes et bornées sur RT:

B={fe€C'R,C),Jk e R",Vz € RT,|f(x)| < k}

Soit f € B. Montrer que 'équation différentielle (E) : ¢ —y+ f = 0 admet une et une
seuele solution bornée sur R™, qu’on notera ¢(f).

Montrer que ¢ est un endomorphisme de B et qu’il induit un endomorphisme sur By, sous-
espace des fonctions continues sur R et de limite nulle en +o0.

2- Soit f € By. On pose fo = fet Vn e N, f,11=0¢(fn)
+o00 n

Montrer que Vn € N, f,11(x) = / e flx+ t)t—‘dt
0 n!

Montrer que (f,,) converge uniformément sur un intervalle J a préciser.

SOLUTION :
1- L’équation différentielle (£) est une équation du premier ordre, linéaire, a coefficients
constants. [L’équation homogéne associée, (Ey) : 3y —y = 0 a pour solution générale

yo(z) = Xe®, A e C.
Recherchons la solution générale de (E) sous la forme y(z) = A(z)e*, A € C*(R,C)
Ve e R, y(z) = N(z)e® + \(x)e”
y est solution de (F) <= VzeR, ¢'(z)—y(z)+ f(x) =
— VazeR, N(x)e® + A(z)e® — A(z)e” + f(x) =0
— Ve eR, N()=—f(zr)e™

< JueC,VreR, \z)= /wf()‘tdtntu

<— dueC,VreR, yx (/f _tdt—l—u)

La solution générale de (E) sur R est formée des fonctions de la forme :

r— ylx < /f tdt) , weC

e Pour qu’'une telle solution soit bornée, puisque lim e* = 400, il FAUT que

T—-+00
1 —_— —t _=
i {# ( / fit)e dt)

Or f € B donc est bornée sur RT : 3k € RT, Vo € RT,|f(z)| < k
donc Vt € [0, +oo|, |f(t)e™| < ke~'. Par majoration, la fonction ¢ — f(t)e™" est intégrable
+o0

sur [0, +00|, autrement dit, I'intégrale f(t)e~tdt est absolument convergente.

0
+oo

La condition lim (,u — / f(t)e_tdt) = ( sera réalisée si et seulement si y = f(t)e tdt
0

T—+00 0

Donc il existe au plus une solution de (E) bornée sur RT, et qui est :

400 T +o0
r— g(zr) = ( i ft)e tdt — /o f(t)e_tdt) e’ =¢e® f(t)e "dt

Réciproquement, montrons que cette solution g est bien bornée sur R* :

+oo +oo +oo
vz € R, |g(2)] :ex‘ FB)etdt] < e / F()|etdt < e / ket dt

x
lg(z)] < ke®[—e ']} = kee™® =k qui montre que g est bornée sur R*.
En conclusion, il existe une et une seule solution de (F) bornée sur Rt et qui est donnée
par la formule :
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+oo
Vo € RT, g(z) =¢€” f(t)e tdt

e Soit f € By.

Pour tout € > 0, il existe A € RT, Vo > A, |f(z)| <e
+oo

Vo > AVt € [z, +oo[, |f(t)] < e donc |g(z)] =€”

+o00
Vo > A, |g(z)] <€ ge tdt = ¢

+0o0o
f(t)e_tdt' <e* / | f(t)|e "dt

xT

donc lim g(z) =0 et g = Bo.

T— 00

g laisse stable le sous espace By et induit donc un endomorphisme de Bj.

2- Soit f € By, fo=[et Vk €N, fir1 = o(fi)
Soit H,, la proposition :

n

+oo t
Pour tout f € By, fui1(x) = / et f(x+ t)—‘dt
0 n!

e D’aprés la question précédente,
—+00 —+00 “+oo

Vo € RY, fi(x) =¢€" f(t)e tdt = ft)e tdt = flu+z)e “du
T T 0
(par le changement de variable u =t — x)

La proposition H, est donc vraie.

e Supposons H,_i vraie.
alors f, = 0"(f) = 6" (6(7) = " (1) ) 1
o0 tn—
et d’aprés Phypothése de récurrence, Vo € R, f,(z) = / e fi(x + t)mdt
0 n — .
La fonction ¢ — e ' fi(z +t) est de classe C! sur [0, +o0[ puisque f; est solution d’une
n—1

équation différentielle du premier ordre, et la fonction ¢ +— W est continue.
n—1)!
En intégrant par parties sur le segment [0, A] et en passant a la limite quand A — +o0 ,

on obtient :

Vo e RT f(x):/+ooe_tf1(x+t) e dt
T 0 (n—1)!

n 7 +oo +oo
— [e_tfl(a:th)t ] —/ (—e_tfl(a:th)+6_tf{(x+t))%dt
0 .

n!l,

o0 tn
:O—l—/ e’tf(w%—t)—'dt
0 n.
(puisque tliin e 't" =0 et f est bornée d’une part, et que f](z+t)— fi(z+t) = —f(z+1)
d’autre part , f; étant solution de (FE))

+o0 n
t
On a ansi prouvé par récurrence que Vn € N,V € R*, f,(z) = / et f(x+ t)—'dt
0 n!

2227202720272 2202I22227229277

Sujet 24-198 (MINES-PONTS)

Exercice 1 :
Soient f et g deux fonctions réelles monotones et continues sur [a, b].

En étudiont | b ( / () — Fw) (o) — g(y»dm) dy . comparer (0-a) | fg ot ( / b f) ( / b g).

a a
Quels sont les cas d’égalité 7

Exercice 2 :
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Soient aq,as,...,a, des complexes non nuls. Etudier la diagonalisablité de la matrice

a.
B € M,(C) dont le coefficient général est b;; = —~. Donner les valeurs propres et les sous

a;

espaces propres.

SOLUTION :
Exercice 1 :

e Dans tous les cas,

[ ([ = st - sty ) ty= [ ([ @900 - 101900 ~ F@at0) + Dot

/</f dfﬁ—f(y)/ dfr—gy)/f )dz + ( b—a)f()())dy
=6-a) / fe)g dx_2(/ f dﬂf) (/ab ()y)+(b—a)/a FW)g(y)dy
oo [na([) ([

e Supposons que f et g soient croissantes sur|a, b].
Pour tous (z,y) € [a,b] X [a,b], si x < y alors f(x) < f(y), g(x) < g(y), et le produit
(f(z) = f())(g(x) — g(y)) est > 0

stz >y alors f(z) = f(y), g(x) = g(y), et le produit (f(z) — f(y))(g(x) — g(y)) est

encore positif ou nul.

Donc la fonction (z,y) — (f(x)— f(y))(g(z)—g(y)) est positive et continue sur [a, b] X [a, b]

et son intégrale double (f(x) = f(y))(g(x) — g(y))dzdy est positive ou nulle.

[a,b] x[a,b]

Donc dans ce cas, (b—a)/abfgz (/abf) (/abg)

La fonction a intégrer étant continue et positive, il y aura égalité si et seulement si la fonc-

tion (z,y) — (f(z) — f(y))(g9(z) — g(y)) est identiquement nulle, si et seulement si f et g
sont des fonctions constantes.

Le résultat est le méme si f et g sont toutes les deux décroissantes, car on a encore
V(z,y) € [a,b] x [a,b], (f(z) = f(y))(g(z) —g(y)) = 0

° Dans le cas 0f1 f et g ont des sens de variation opposés, alors

V( [a, b], (f( ) — f(y))(g(z) — g(y)) <0 et 'inégalité change de sens :
b
oL (L[
Zy
Z2
Exercice 2 : Soient X = . eC" et N€C
Tn
- e
aq aq aq
il 1 4 . n T T
(05} (05} a9 To To
BX=)\X <+ : : : : ) . =\
aq a9 1 an, :
Qp—1  Qp—1 o Ap—1 Ln Ln
T
P
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)
1
—(a121 + agzy + ... + apxy,) = Az

ay
! (a1my + + .+ )= A
— (a1 (05X %)) ApXp) = A2
<~ (05}
1
—(a1m1 + agzy + ... + aywy) = Ay,
\ an
1 all
. . T2 a1xr1 + asxy + ... + a,x —
e Si A # 0, le systéme équivaut a _ = 3 e
Ty 1
Qn,
1 / 12
a =
1 i
_ IQ = —
donc il existe p € C, X =pu | a2 , Soit aussi az
M
- xn — =
Qp, \ Qn
1
ay
réciproquement, soit Xg = as
1
G,
(05} as Ay,
1 - = .. — 1 n
a aq 31 gl — _
bl 1 n ay a
) Q3 )] — _
alors B. Xy = : : : : B ) = a2 =nXy
ay a2 1 an : :
aafl aafl a Qp—1 1 —
1 2 -1 —
— —= ... = 1 p an
Qn, G, Qnp,

Donc la seule valeur propre non nulle est A = n et le sous espace associé¢ est la droite

vectorielle engendrée par le vecteur Xy = | a2

e Voyons maintenant si (0 est valeur propre :
(

a—(alxl + asxs + ... + apr,) =0
1

BX =0 < { a_Q(al$l+a2x2+"'+a”$”) =0 121 + asxy + ... + apty, =0

a—(alxl + aszy + ...+ apr,) =0

\ n
Donc 0 est valeur propre de B et le sous espace propre associé est I’hyperplan d’équation
a1ry + asxs + ... + ap,x, = 0.
La somme des dimensions des sous espaces propres étant égale a n, B est diagonalisable.
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Autre méthode : Le calcul de B? montre facilement que B? = nB

La polynome X (X — n) , scindé et a racines simples dans C, est un polynéme annulateur
de la matrice B.

Il s’ensuit que | B est diagonalisable dans M, (C) | et que Sp(B) C {0,n}

Si Sp(B) = {0}, étant diagonalisable, B serait semblable a diag(0,0,...,0) = 0 donc serait
la matrice nulle, ce qui n’est pas.

Si Sp(B) = {n}, étant diagonalisable, B serait semblable & diag(n,n,...,n) = nl, donc
serait la matrice nl,, ce qui n’est pas non plus.

donc | Sp(B) = {0,n} |

La détermination des sous espaces propres se fait ensuite comme par la premiére méthode.

Sujet 25-195 (MINES-PONTS)
+o0
Calculer un équivalent de Z Inn z" quand z — 17
n=1
SOLUTION : .
Par le critére de d’Alembert, la série entiére Z Inn 2" a pour rayon de convergence R = 1.
n=1
(immeédiat)
1 1 1
Rappelons que 1 + 3 + 3 + ... —|— —=Inn+vy+¢, avec limeg,=0
< 11 1
lors Vo €] — 1,1], 1 = I+-+=-4+...+—) 2" —y2" +e,2"
alors Vz €] Znnx ;<(+2+3+ +n):v v +Ea:>
+oo 1 1 1 +o0o +oo
S — 1 . n " n
(x) ;<+2+3+ .+ )x 7;x —I—nz::lsx
e Définissons les suites (ay,) et (b,) par:  ao=0etVn>1, a, =+

et VYn>0, b,=1
Soit (¢,) le produit de Cauchy de ces deux suites : ¢g = agby = 0
c1 = apby +arby =1 o = apby + arby + ashy =1+ 3

1 1 1 1

et Vn>1, ¢, = agb, + a1bp—1 + ... + an_1b1 + a,bg = 1+§—|—§+.‘.+ . +—
n p—
Pour x €] — 1,1], les deux séries Y a,z" et Y b,z" sont absolument convergentes il en va
de méme de la série produit ) c,z", et

+oo +o0 +o0
Ve el —1,1], Z cpx’ = (Z anx"> ) (Z bnx”>, c’est a dire :
n=0

n=0
+oo
1 1 " 1 In(1 — x)
1+-+...+—)2" = = —1In(1— - _
;(+2+ E (Z )(Z) (1 ) = lnl =
Z Inn 2" (somme d’une série géométrique)
—x

La suite (e ) étant de limite nulle, est bornée :  IM € R, Vn € N*, |g,| < M

d’on, Vz €]0,1],
Dans | S(x) lnl_x §j +§ 2", les deux dernicres foncti
ans la somme x) = x" enx”, les deux derniéres fonctions
1-z
A . L . In(l—-x)
sont équivalentes ou dominées par M 1 et sont donc négligeables par rapport a Nz

quand r — 1~
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<= - In(1-2)
On en conclut que Inna" "N ———
que | ) —
n=2
Sujet 26-157 (MINES-PONTS)
Cours :
Montrer que dans espace vectoriel normé complet, toute série absolument convergente est
convergente.

Donner des exemples d’espaces vectoriels normés complets.

Exercice :
Représenter I'ensemble décrit par le complexe u = 1 + z + 22 lorsque z décrit une fois le
cercle unité.

SOLUTION :
e En posant z = ¢ | z décrit une fois le cercle unité lorque 6 décrit [0, 27] ou [, 7].
Alors, u =1+ €* + %% =1 4 cos + isin 6 + cos(20) + i sin(20)
u=1+cosf +isinf + 2cos*(0) — 1 + 2isin(6) cos(0)
u = cosB(1+2cos(f)) +isinf(1+ 2cos(h))
u=(142cosf)(cosf +isinf) = (1+ 2cosf)e
u décrit donc la courbe de paramétrisation polaire r(0) = 1+ 2cosf, 0 € [—m, 7].

e r(—0) = r(f). On reduit I'étude a [0, 7] et on obtient tte la courbe par symétrie d’axe (Ox).
Vo € [0, 7],7'(0) = —2sin(0)
Formons le tableau de variation et de signe de la fonction 7(0) :

I 2
9 0 5 3 ™
(@) | 0 — 0
2 N\
r(0) LN
0 N\, -1
On poursuit alors le tracé sans difficulté.
Avec MAPLE :
>with(plots);
polarplot([14+2*cos(t),t,t=-Pi..Pi],scaling=constrained);
Sujet 27-158 (MINES-PONTS)
Cours :

Soit E un espace euclidien de dimension n, B une base orthonormée de E, u un endomor-
phisme de F, de matrice A dans la base B.
Montrer ’équivaklence des propositions suivantes :
(1) we O(E)
(2) tAA=1,
(3) A€ GL(E) et A7 =14

Exercice :

Pour n > 1 ful2) / R
our n , on pose f,(r)= —_—
- P . (L4t=)m
Trouver suivant n le domaine de définition de la fonction f,,.
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Etudier la convergence de (> f,)n>1 et calculer Z fn(zx)

n=1
SOLUTION : ]

e Pour tout n > 1 et x € R, la fonction g, : t — Ate)r = 1§ et est continue sur

[1, +-o0l.
-Sixz <0, lim t* =0 et donc tliin gn(z) = 1. Alors g, n’est pas intégrable sur [1, +oo[
—1 00

t—+o00
et f,(x) n’est pas défini.
1

-Siz =0, alors g,(z) = o fonction constante qui n’est pas intégrable sur [1,4+o00.
Donc f,(0) n’est pas défini.

~Siz >0, alors gy(z) ~° o Alors g, est intégrable sur [1,400] si et seulement si
nz > 1 c’est a dire que z €]+, +ool.

Finalement, pour tout n > 1, ’ le domaine de définition de f, est ] <, 4-o00]. ‘

e Pour que la série (D fu.(x))n>1 converge, il faut déja que tous les termes f,(x),n > 1, soient
définis, donc que x appartienne a 'intersection de tous les domaines de définitiondes f,,, c’est
a dire que = > 1.

Soit x > 1. .

pour ot 213 ) =3 ([ ) = (z ﬁ) p

k=1
(linéarité de l'intégrale, il s’agit ici d’une somme finie)

if() /+OO( ! + ! T )dt
xr) = P E——
i L N +) (T4 (14 t2)"
1\ 1
too g 1_(1+tw) +°Ol_(1+tr)n o] 1
:/ T dt:/ —dt:/ -t
R . te Ltr (14t

14+t
Pour x > 1, les deux intégrales convergent, on peut écrire,

- oot oo dt
;f’“(x) _/1 t_x_/l (1 + o)

+oo +oo +oo —(n+1)z+1 +oo
0< / L < / dt — / — Dz g t — ;
L () . tltDe 1 —(n+ 1Dz +1], nr+x—1

N . e dt
et par majoration, lim —— =0
n—+oo J; (1 + t=)n

n oo ¢ +oo 4o+l +oo 1
On en déduit que ligl_l ; fr(x) = / = /1 t2dt = [ } —

n—-+o0 1 @ —z+1

- > 1
Donc la série Z fn(x) converge pour tout z > 1 et ; fulz) = ]

n=1

Sujet 28-148 (MINES-PONTS)

E est 'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R et (fi, fo, ..., fn) est une famille
d’éléments de F.

Montrer que cette famille est libre si et seulement il existe des réels (z1, zo, ..., x,) tels que
la matrice (fi(2;)),_; , 1., Soit inversible.
SOLUTION : a) Supposons qu'il existe (x1, xa, ..., T,) tels que la matrice A = (f;(x;))
soit inversible.

i=1l.n,j=1..n
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Soient (A1, Ag, ..., A\,) € R™ tels que Z Mefe =0

k=1

alors, Vx € R, Z A fe(z) = 0 et cette égalité peut étre écrite pour © = z1, xo, ..., T, :
k=1

ALfi(zn) + Aafo(wr) + oo+ Apfu(21)

A fi(w2) + Aafa(2) + oo+ An fr(22)

0
0

filz)  fale) o falz) A1 0
filz)  falwa) - fulza) A2 0
— ) . . . ) = .
filzn)  fo(zn) o falzn) An 0
A 0
. Ao 0
= A ) =
An 0
A étant inversible, ! A lest aussi. En multipliant par (*A)~! on obtient alors
Al =Xy =...= A\, =0, ce qui montre bien que (fi, fo, ..., f) est une famille libre de FE.

b) Montrons 'implication réciproque par récurrence sur n :
Soit H,, la proposition : Si la famille (fi, fo, ..., fn) est libre, il existe des réels (x1, zo, ..., z,)
tels que la matrice (fi(z;)),_, , ;. , soit inversible.
- Si (f1) est une famille libre alors la fonction fi n’est pas la fonction nulle, donc il existe
x1 € R tel que fi(x1) # 0. La matrice (fi(x1)) € Mi(R) est alors une matrice 1-1 inversible.
La proposition H; est donc vérifiée.
- Supposons la proposition H,_; vraie, et soit alors (f1, fa, ..., fn) une famile libre de E.
Il s’agit de prouver I'existence de (z1, z, ..., x,) € R™ tel que la matrice (fi(%))i:l..n,jﬂ..n soit
inversible.
Supposons au contraire que V(21, 2, ..., ,) € R" lamatrice (fi(2;)),_; , ;_; , soit singuliére.
fi(z1) f2(331) oo fulw1)
filze)  folwa) o fala2)

Alors V(l'l,l'g, ...,$n> S Rn) det (fl(l'])) =

Al@) fol@a) o fulea)
filer)  fa(zr) oo fulm)
fi(we)  folw2) o fulzo)

donc Y(z1,29,...,2,-1) E R Vz € R

hlx)  folz) o fulz)
En développant suivant la derniére ligne, on obtient :
V(z1,22, ..., Tp 1) € R Vo € R,

fa(w1) o fa(z1) filz) o fa(z)
: . : fi(z) = : . : fa(z) + ...
fQ(xn—l) . fn(xn—l) fl(l'n—l) . fn(xn—l)
fi(z1) o fa-1(71)
HEDH : fu(x) =0
fitz) o fa-1(zn-1)
ceci étant vrai pour tout = € R, pour tout (x1,xs, ..., 2, 1) € R*"1 |
fa(zr) o fa(z) filz) o falz) fitz) o faa(a1)
: . : VA . : foto A (=11 : . : fu =0
fo(zn-1) - fuln-1) fil@n-1) - fa(Tn-1) filwn-1) o fa—1(Tn-1)
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La famille (fi, f2,..., fn) étant libre, on en déduit que tous les coefficients devant fi, fa,... et f,
filz1) o fami(21)
sont nuls, et en particulier que ¥(z1, 2, ...,2,_1) € R*71 Do =0
fl(l‘nfl) . fnfl(l'nfl)

D’aprés 'hypothése de récurrence H,,_1, cela entraine que le systéme (f1, fo, ..., fn—1) est lié et que
(f1, f2, .-, fn) Dest aussi puique posédant un sous systéme lié.

On a ainsi prouvé par I'absurde la proposition H,.

D’apreés le principe de récurrence, pour tout n € N; H,, est vraie.

Sujet 29-180 (MINES-PONTS)

a) Montrer que deux matrices A et B de M,,(C) n’ont aucune valeur propre commune si et seulement
si xa(B) est inversible.

b) Montrer que si une matrice non nulle, M € M, (C), vérifie AM = M B, alors, pour tout P € C[X],
P(A).M = M.P(B)
En déduire que A et B ont une valeur propre commune.

SOLUTION :

a) Supposons que A et B n’ont aucune valeur propre commune. Alors, les polynomes x4(X) et
xB(X) n’ont aucune racine commune, donc n’ont aucun facteur premier de la forme X — X en commun
et sont premiers entre eux.

D’apreés le théoréme de Bezout, il existe deux polynomes U(X) et V(X) de C[X] tels que

U(X)xa(X) +V(X)xp(X) = 1

En appliquant cette égalité a la matrice B, on obtient :

U(B)xa(B) +V(B)xp(B) = I, et donc U(B)xa(B) = I, puisque xp(B) =0 (théoréme de
Cayley-Hamilton), ce qui montre que y4(B) est inversible (son inverse est U(B))

e Réciproquement, supposons que x4(B) est inversible. Si A et B ont une valeur commune \ € C,
alors 3V € C™, vecteur colonne non nul, B.V = AV

Pour tout polynéme P € C[X], P(B).V = P(\).V et en particulier, xa(B).V = xa(\).V

Or x4(A) = 0 puisque A €Sp(A) , donc xa(B).V =0 qui entraine que V = 0 en multipliant a
gauche par la matrice (x(B))™!, ce qui contredit la définition de V comme vecteur propre de B.

Donc A et B n’ont pas de valeur propre commune.

b) Soit M € M, (C) une matrice non nulle qui vérifie AM = MB.
Alors, A2M = A(AM) = A(MB) = (AM)B = (BM)M = B*M
plus généralement, si A¥M = MBF | alors AMTIM = A(A*M) = A(MB*) = (AM)BF =
(MB)B* = MB++!
Ceci montre par récurrence que Vk € N, A*M = M B* |
m

Soit alors P(X) = Z ar X" un polynome quelconque de C[X] .

k=0
P(A).M = (Z akAk> M=> apA"M =) aMB"=M (Z akBk> = M.P(B)
k=0 k=0 k=0 k=0

e En appliquant ’égalité précédente au polynome x 4(X), on obtient :
XA(A) .M = M.xa(B) ce qui montre qu’aucune des deux matrices M et y4(B) n’est inversible,
N——

=0
puisque leur produit est nul. En particulier x4(B) n’est pas inversible, ce qui permet de conclure

d’apres la partie a) que A et B ont au moins une valeur propre commune.

Sujet 30-182 (MINES-PONTS + CCP)

“+oo
Exercice 1 : 1- Montrer que la fonction f définie par f(x) = / et cos(zt)dt est solution d’une
0

équation différentielle sur un intervalle qu’on précisera.
En déduire la valeur de f(x).
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+oo
On rappelle que / e tdt = \27?
0

Exercice 2 : Soient (A, B) € M,(R)? telles que A%= B?=1,
et AB+BA=0
Montrer que A et B sont inversibles.
Montrer que A et B ont les mémes valeurs propres et trouver leurs ordres de multiplicité.
En déduire que n est pair.
Donner un exemple de matrices A et B vérifiant les conditions données.

SOLUTION :
Exercice 1 : e Pour tout z € R, la fonction ¢ — e~ cos(zt) est continue sur [0, 400 et

Vt € [0, 400, et cos(at)| < e7*, fonction de ¢ continue et intégrable sur [0, +oo[. Par majoration
t — e~ cos(xt) est intégrable sur [0, oo et f(z) est défini pour tout z € R.

e Notons H(z,t) = et cos(zt)

- pour tout t € [0, 00|, la fonction z — e~
t

t

2 .
¥ cos(zt) est continue sur R,

’ cos(xt) est continue et intégrable sur [0, +o00],
-Vr e R, Vt € [0, 4+00], )e‘tz cos(a:t)) < e, fonction de t continue et intégrable sur [0, +00].

- pour tout € R, la fonction t — e~

+oo
La fonction f : 2 — / et cos(zt)dt est donc continue sur R.
0

De plus :
- pour tout ¢ € [0, +o0[, la fonction x — 8—(m,t) = —te " sin(xt) est continue sur R,
x
- pour tout € R, la fonction ¢t — (x,t) = —te " sin(xt) est continue et et intégrable sur

ox
[0, o0,

0H

-Vz e R, Vt € [0, +o0], ‘a(:c,t)‘ = ‘te‘t2 sin(xt)‘ < te"”, fonction continue et intégrable sur
x

[0, 400l

On en déduit par le théoréme de dérivation sous le signe / que f est de classe C! sur R et que :

+oo
Vz eR, f/(z) = / —te~ " sin(xt)dt
0

e En intégrant par parties sur [0, A] , puis en passant a la limite quand A — +o0,

+00 ) ot Foo +oo  ,—t2
Vz eR, f/(z) = / —te™" sin(xt)dt = 5 sin(xt) - / T cos(xt)dt
0 0

0
“+o0o
flz)=-2 / e cos(zt)dt = — = f(x)
2 Jo 2
f est donc solution sur R de I’équation différentielle ' + gy =0

xT t z2

La solution générale de cette équation est donnée par la formule y(z) = Aexp <— / 2dt> =Xe 4
0

12
x) =X T
—+00
e dt = ﬁ

2

Donc dA e R, Vx € R, f
Par ailleurs f(0) =\ =

—~

S~

7':(;2

e 4

B

donc | Vz € R, f(x) =

~ N

Exercice 2 : Soient (A, B) € M,(R)? telles que A%?= B%?=1,

et AB+BA=0
e La relation A% = I, montre que A est inversible et est sa propre inverse. A est une matrice de
symétrie ('endomorphisme canoniquement associé & A est une symétrie vectorielle)
Donc Sp(4) c {—1,1}
Mémes résultats pour la matrice B.
e Soit X e EL: AX =X
— ABX + BAX =ABX+BX=0 =— A(BX)=-BX
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= BX € B}’
L’application X — B.X est une application de E}4 dans Ejl
- elle est injective, puisque B est inversible
(BX=BX = B 'BX=B1'BX = X=X
- elle est injective : VY € Egl, AY =-Y = ABY + BAY =0= ABY — BY
= A.(BY)=BY = BY €FE}, or Y=B.(BY)=Y car B? = I,, ce qui montre Y apour
antécédent BY et que 'application est surjetive.
L’application X +— B.X est une application linéaire bijective de E114 dans Egl. 11 s’ensuit que
dim(EY) = dim(E;")
Toute symétrie vectorielle étant diagonalisable, EY & E} =R"
donc dim(EY ® E') = dim(EY) + dim(E,') = dim(R") = n
et finalement, dim(E}) = dim(E}") = g, ce qui entraine que n est pair.
Mémes résultats pour la matrice B.
e Il faut trouver deux symétries f et g telles que f,g = —gof dans le cas d’un espace de dimension

paire. Essayons dans le cas le plus simple : n = 2.

Dans le plan, si f et g sont des symétries orthogonales par rapport & une droite (des réflexions),
alors leur composée est une rotation, d’angle égal & deux fois 'angle des droites définissant les deux
réflexions. Et il faut que ces deux rotations soient opoosées I'une de lautre. Si ’angle des droites est

Z alors fog = (%) et gof =r(—=%) = —r(3)

. 1 0 0 1
SoemtdoncA-(O _1>etB—<1 0)

0 —1 0 1
zaulorsA.B-(1 0 >etB.A—<_1 0)

Les trois conditions A%2 = B2 =1,, AB + BA =0 sont bien vérifiées.

Sujet 31-194 (MINES-PONTS + CCP)
+o0 T 7r2
Existence et calcul de / ——dx (réponse — )
—oo sh(z) 2
SOLUTION :
e La fonction z +— % est définie et continue sur R* . Elle est paire, il suffit donc d’étudier la
sh(z
too o
convergence de / dx
o sh(z)
e —2 %% 1 donce hm =1 et on peut prolonger la fonction par continuité en 0.
sh(x) x sh( )

Elle est alors continue sur [0, +oo[ et intégrable sur tout segment [0, A], A > 0.
T 2T p—too 2T ( 1 >
— =0 -

[ ] = ~
sh(z) e*—e® er z?
T
Par domination, la fonction g : z — (D) est intégrable sur [1, 400]
sh(x

Par additivité, g est intégrable sur [0, 4-00] et sur | — 0o, +00[ par pariteé.

T 2z 2ze™" R - -2
o V>0, sh(x) il S i 2xe xnzzo(e )" (puisque |e”**| < 1)

Vo > O 2) —(2n+1)x
X x Z xre

Posons Vn € N, V:c 2 0, up(z) = 2ze~ )T
- Chaque fonction w, est continue et intégrable sur [0, +o0o[
- La série de fonctions ) u, converge simplement sur |0, +oo[ et a pour somme g
- En intégrant par parties sur [0, A] , puis en passant a la limite quand A — +o0,

oo o0 (2nt1) e~ (2ntl)z e 0 ,—(2n+l)z
dx = 2pe” Ty = | 20— 2——d
/0 |up, (z)|dz /0 xe x R T 0 —i—/o 1
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e—(2ntl)z e )
— oo | -2
(2n +1)2 . (2n +1)2
[o.¢]
donc la série Z |un (x)|dx converge, on peut alors affirmer d’aprés le théoréme d’intégration
terme & terme des séries de fonctions sur un intervalle quelconque que
up(x)dz | = </ u (m)daz) donc / dx = T
/ (z o) - st S
o0 o (0.) (o]
1 11 1 3n% P
Enfi _z — 27 _ 7
nn’z 2n+1 Zn2 4;1# 16 8

"2
n
=1 n=

* > 1 2
de—4y L T
donc / ()™ Z(?n—{—l) 2

n=0

Sujet 32-183 (MINES-PONTS)

Exercice 1 :
Soit E un espace préhilbertien réel ou complexe de dimension finie n.
Soient F' et G deux sous espace vectoriel de F.
Montrer que (F + G)t = F+nG+
et que (FNG)*+ =F++ Gt

Exercice 2 : Soit f une fonction réelle continue sur le segment [a, b].

b
On suppose que Vk € {0,1,2,...,n — 1}, / thf(t)dt =0

b
Montrer que VP € Rn_l[X],/ P(t)f(t)dt = 0.
En déduire que f admet au Moins n zeros sur la,bl.

b
Que se passe-t-il si Vk € N, / thf(t)dt =0 ?

SOLUTION :
Exercice 1 :
e Soit x € (F' 4+ G)*. Alors z est orthogonal & tout vecteur de F'+ G et donc & tout vecteur de F
et & tout vecteur de G (puisque F C F+Get GC F+G)
d’ott z € Ft+ et © € G+ et finalement x € F- NG+, Donc (F +G)* c F+ NG+
e Soit 2 € F- NG+, Pour tout y € F+ G, 3(a,b) e Fx G, y=a+b
<z,y>=<z,06a+b>=<z,0a>+<2,0>=0+0=0
(<z,a>=0carz € Ftetac F,<z,b>=0carz € G- et b€ q)
Donc F+ NG+ C (F + G)* et la double inclusion donne 1’égalité.
Ainsi, | (F+G)T =F-nG* |
e Dans un espace de dimension finie, pour tout sous espace, (FX)* = F

donc (FNG):=((FH) N (G ) (Fr+G6HH) =F-+G*

((1) provient de I’égalité précédente appliquée a F*- et G)
(FNGLt=Frt+Gt]

b
Exercice 2 : o Si Vk € {0,1,2,....n — 1}, / tk f(t)dt = 0, alors, par combinaison linéaire,
a

b
VP € R,_1[X], / P(t)f(t)dt = 0.

Supposons que f admette moins de n zeros sur |a, b], qu’on notera x1, x2, ..., zp, p < n, rangés par
ordre croissant.

f garde un signe constant sur chacun des intervalles |z;, z;41[  (sinon, étant continue, elle s’annulerait
entre x; et x;4+1 en vertu du théoréme des valeurs intermédiaires )

De ses racines, ne retenons que celles ot f s’annule en changeant de signe, que nous renumérotons
en T1,T2,....,Lq, ¢ <P <N
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alors la fonction produit z — (z — z1)(x — x2)...(x — z4)f(x) garde un signe constant sur
[a, b], puisque les changements de signe en traversant x; de la fonction f sont compensés par ceux du
polynome (z —z1)(x — z2)...(z — z4)

n—1 b b
Si P= Z ar X" est un polynome de degré < n — 1, alors / P(t)f(t)dt = Z ak/ tf(t)dt =0
k=0 a _ a

b
donc / (x —z1)(x — x2)...(x — z¢) f(x)dz = 0, ce qui est incompatible avec le fait que la fonction
a

intégrande est continue, non identiquement nulle et de signe constant sur le segment [a, b].

Donc f admet au moins n zeros sur |a, b|.

b b
e SiVk €N, / thf(t)dt =0 , alors VP € R[X],/ P(t)f(t)dt = 0.
f étant coriltinue, d’aprés le théoréme de We'l'e?strass, il existe une suite de fonctions polynomiales
(Py)nen qui converge uniformément vers f sur [a,b]. Alors la suite (P,.f) converge uniformément sur

[a,b] vers f? car IIP = f2||oo < HfHoo 1P = flloo

Donc hrf P, t)dt = /f2 t)dt
Or Vn/P t)dt =0 donc/f2 t)dt =0

La fonction f? étant continue, positive et d’intégrale nulle, on en conclut que c’est la fonction nulle:
et finalement, V¢ € [a,b], f(t) =0

Sujet 33-192 (MINES-PONTS)
Exercice 1 : )
Soit A —_
ST Jar (chtyn
Déterminer le rayon de convergence de la série ZAn:r” et calculer sa somme sur son intervalle

n>1
de convergence.

Exercice 2 :
Soient A et B deux matrices carrées réelles ou complexes telles que rgA = rgB =rg(A+ B) =1
Montrer que tr(A.B) = tr(A) tr(B)

SOLUTION : )
Exercice 1 : Pour tout n € N, la fonction ¢~ (cht)" est continue sur [0, 00|
c
1 1 2
Puisque Vt € [0, +o00[,cht > 1, pour tout n, 0 < < = <2et

(cht)» = (cht) et+et —

~t étant intégrable sur [0, +oo[, par majoration la fonction t

1
La fonction t — e
(cht)»
aussi pour tout n > 1. Donc A, est défini pour tout n > 1.
1 1
De plus Vt € [0, 40, —— < = VneN 0<A4,<A
P 10,400l g = Ty = dn =4
Donc Vz €] — 1,1[, |Apz™| < A1|z|™ et par majoration, la série Z Apz"™ est absolument conver-
n>1

gente. La série entiére E Apz"™ a donc un rayon R > 1.
n>1

Va €] Z A, x" Z/ (i)

n

e Pour = €] — 1, 1], fixé, posons uy,(t) = ( flt)”
c
n
- Pour tout t € [0, +o0[ la série Z un(t) = Z ’ converge (série géométrique de raison

de module < 1 puisque |z| < 1 et cht > 1)



- chaque fonction Uy, est intégrable sur [0, +oo[ comme montré plus haut

o
- la série Z </ |wn (t |dt> converge car / [un(t)|dt = Ap|z|" et |z| <1
0

D’apres le theoreme d’intégration terme & terme des séries de fonctions sur un intervalle quelconque,
on peut affirmer que :

i </OO° un(t)dt> _ /OOO (i un(t)dt>

n=1 n=1
> +oo [ © n ~+o00 “+oo
T x 1 dt
d E A,z = E dt = —~  dt=
one — nt /0 < —~ (cht)”) /0 (cht) _ _* x/o cht —
= n= (cht)
Foo 2dt Foo eldt
\Y A = )] ==
z €] Z nt” $/ et +et — 2z x/o e2l —2zet +1
oo du oo du . '
gz Apa” = 2:):/1 il 2:}6/1 U (chgmt de variable u = e)
2z [A ctan L% :|u—>+oo 2x <7T Arcta 1—2 )
= ——— |Arctan— =— | = retan —————
V1—2x2 V1—22], \/1—x2 2 V1—22
2z T —x
= ——— | — — Arctan Arctan
V1 —a? <2 1+ZE> V1— a2

On a vu que le rayon de converegence était supérieur ou egal al. S 11 etalt strictement plus grand

que 1, la somme Z A,z serait continue au point 1 et Arctan\/ aurait une limite finie
n=1
quand = — 1, ce qui n’est pas le cas. Donc ’ le rayon de convergence est egal al. ‘
14z
et| Vo €] —1,1], ;A nx” \/7Arctan T

Exercice 2 :

Par hypothese A et B deux matrices de M, (K) telles que rgA = rgB =rg(A+ B) =1

Soient u et v les endomorphismes canoniquement associés & A et B respectivement. (u est
I’endomorphisme de K" dont la matrice dans la base canonique de K" est A ...)

alors rgu = rgv = rg(u +v) =1

Par le théoréme du rang, ker w et ker v sont deux hyperplans.

Par la formule de Grassmann, dim(ker u + ker v) = dim(ker u) + dim(ker v) — dim(ker u N ker v)

-~ -~

<n =n—1 =n—1
donc dim(ker w Nkerv) = dim(ker u) + dim(ker v) — dim(keru + kerv) > n —2
—2n—2 <n

par ailleurs dim(keru Nkerv) <n —1 puisque (keru Nkerv) C keru

Il y a donc deux possibilités : dim(keruNkerv) =n —1 ou dim(kerunNkerv) =n —2
1¢" cas : dim(keruNkerv) =n —1

Compte tenu des inclusions (keru Nkerv) C keru et (keru Nkerv) C kerv et des égalités de
dimensions, kerwu Nkerv = keru = kerv

Soit (eg, es,...,e,) une base de keru = kerwv, qu’on compléte en une base (e, es,...,e,) par un
vecteur e; n’appartenant pas aux noyaux.

a1 0o .. 0
(%) 0 ..
La matrice de u dans cette base est de la forme A’ = o . et celle de v de la forme
a, 0 ... 0
B1 0 0
B _ f2 0 0 Ainsi tr(A) = tr(u) = tr(4") = oy
N Do : et tr(B) = tr(v) = tr(B') = A1
Bn 0 0
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a1 0 0

04231 0 0

La matrice de u,v est A’.B' = _ donc tr(A.B) = tr(u,v) = tr(A'B") = an 1
anﬁl 0 0

dans ce cas l'égalité tr(A.B) = tr( est bien vérifiée.

2¢ cas : dim(keruNkerv) =n —2
Cette fois, les inclusions (keru Nkerv) C keru et (keruNkerwv) C kerv sont strictes.
Soit (es, ..., e,) une base de kerwu N kerwv, qu’on compléte en une base (e, es,...,e,) de keru par
un vecteur e de keru — kerwv, et en une base (eg, €3, ..., ;) de ker v par un vecteur eg de ker v — ker u.
Alors (eq, €9, €3, ..., €,) puisque, d’aprés 1’étude des dimensions faite plus haut, keru 4+ kerv =F
0 a7 0 ... 0

0 as O
La matrice de v dans cette base est de la forme A’ = S . et celle de v de la

0O ay 0O ... O

B 0 .. 0
By 0 .. 0 insi o) — tel A —
forme B — '2 . ' Ainsi tr(A) = tr(u) tr(le) Qs
T L et tr(B) = tr(v) = tr(B') = B
By O .. 0
Oélﬂg 0O ... 0
05232 0 ... 0
La matrice de u,v est A".B' = ) ) , donc tr(A.B) = tr(u,v) = tr(A’'B’") = a1 02
Oén,BQ 0 .. 0
B1 ar 0O 0
ﬂg a9 0 0
La matrice de u +v est A’ + B’ = ) o .| . Elle est elle aussi de rang 1 donc les

Gn a, 0 ... 0
deux premiéres colonnes sont proportionnelles.
f1 o
P2 o
Alors tI‘(A.B) =1 = agf = tr(A)tI‘(B)
dans ce cas l'égalité tr(A.B) = tr(A) tr(B) est encore vérifiée.

En particulier la matrice ( > est de rang 1 donc son déterminant B1ae — aqf2 est nul.

Sujet 34 (CENTRALE)

n . .
1-Montrer que Iapplication ® : (P, Q) — Z P <Z> Q (Z> est un produit scalaire sur R,,[X]
; n n

-a) Pour n = 10, déterminer la projection orthogonale de Q = X7 sur R3[X]

R et S étant deux polynoémes en x, on définira le produit scalaire par :

> ProdScal:=(R,S)->sum(subs(x=i/10,R)*subs(x=i/10,S),i=0..10);

Q := X7. Le projeté de Q sur R3[X] est :

projQ:=add(alk]*x" k,k=0..3);

Déterminer projQ en remarquant qu'il est orthogonal & tout vecteur de R3[X].

b) Tracer simultanément le graphe de @ et de son projeté sur [0,1], puis sur [-1,1], et enfin sur [0,2].
Que remarque-t-on 7

SOLUTION :
-a) > ProdScal:=(R,S)->sum(subs(x=i/10,R)*subs(x=i/10,S),i=0..10);
Q:=x " T;
Le projeté de Q sur R3[X] est projQ:=add(a[k]*xk,k=0..3);
projQ est orthogonal a tout vecteur de R3[X].
>for j from 0 to 3 do eq[j]:=expand(ProdScal(projQ-Q,xj));od;
coef: —solve({seq(eqjli—0.-3)},{a[0],a[1],a[2],a[3]});
ProjQ:=subs(coef,projQ);
2-b) > plot(Q,ProjQ,x=0..1);
52



Sujet 35 : (CENTRALE)

Soit f : x + tan(z) + ch(x)
Montrer que f induit une bijection de | — 7, §[ sur un intervalle .J & préciser.
Montrer que la fonction réciproque g admet un développement limité & ’ordre 5 au voisinage du

point 1 et le calculer.

MOTS CLES: ?series

SOLUTION :

e f est définie, continue et de classe C* sur l'ouvert | — 3, 7.
Vo €)%, Z[, f/(z) = 1+ tan?(z) + sh(z)
>restart;

plot(1+ tan(x)”"2+sinh(x), x=-Pi/2..Pi/2);evalf(Pi/2);
plot(1+ tan(x)"2-+sinh(x), x=-1.4..1.4,y=0..10);

Le graphe de f’ montre que Vo €] — 5, Z[, f'(z) > 0

La fonction f est strictement croissante sur | — 7, 5[ donc injective. Etant continue, elle prend
toute valeur entre lirri J = —o0et lim f = +o0.
-2 2
C’est donc une bijection de | — F, T [ sur R.
e Puisque f est dérivable sulr ] = 5, %[ et que f’ ne s’annule pas, g = f~! est dérivable sur R et
Ve eR, ¢(z) = ——
(@)

[ étant | — 3, 7] et f' ne s’annulant pas, g est C* sur R. Elle admet donc un développement limité
en tout point de R et & tout ordre.

0) = Ldone g(1) = (D =0
/ /
J10) = Ldone 9 = oy = o)
Le DL de g en 1 & lordre 1 est : g(z) = g(0) + ¢'(0)(z — 1) + o(x — 1)
ouaussi : g(1+u)=1+u+o(u)
e L’existence d’'un DL de g en tout point a tout ordre étant établie, écrivons le DL de g a l'aide de
coeficients indéterminés :
g(1 +u) = aru + azu? + azu® + aqu + asu® + o(u®)
On se raménera en 0 en posant h(u) = g(1 + u) = aju + agu? + azu® + agu + asu® + o(u®)
>restart;
f:=t->tan(t)+cosh(t); series(f(t),t);
h:=add(a[k]*u"k,k=1..5);
On écrira ensuite 1'égalité f(g(1+wu)) = f(h(u)) = u, on calculera le DL5 de cette composée avec

MAPLE, et on identifiera les coefficients obtenus avec le développement u -+ o(u’)
series(f(h),u): DL:=expand(");
2

=1

al =

sol :=={ay =1,a5 = —11/20,a4 = 1/6,a3 = 1/6,a2 = —1/2}
H:=subs(sol,h);
Le DL5 de g au point 1 est donc :

1 1 1 11
g(1+u)=h(u)=u— §u2 + gug + 6u4 - %US + o(u®)

o Vérification :
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series(f(H),u);
HH:=unapply(H,u); series(HH(f(x)-1),x);

Sujet 36 : (CENTRALE)
Soit f @ x— —
sin z
a) Montrer que f est prolongeable en une fonction continue sur | — 7, [ et admet sur un voisinage de

0 un développement en série entiére de la forme g ana®®

Calculer ag et donner une relation de récurrence permettant de calculer a,, en fonction des coeffi-
cients précédents.
Minorer le rayon de convergence de la série trouvée.

b) Avec Maple, Calculer ag, lorsque 0 < k < 10
Comparer les premiers termes du DSE de f avec le développement limité & ’ordre 20 en 0 de f
donné par Maple.

MOTS CLES: ?series Boucle "for"

SOLUTION :
a) e 1ir% —— = 1. On prolonge f en une fonction continue sur | — 7, 7[ en posant f(0) = 1.
z—0 sinx
e Analyse :
Supposons qu’il existe une SE Zanx2n de rayon non nul telle que 'az = Zanaj% sur un
sinx

voisinage de 0.

o0 o0 2n+1 o0
alors = =sinzx. Z anx®" = (Z(—l)”h) . (Z anxQ”)
n !

Faisons le produit de Cauchy des deux séries {u,} = {(—1)"<2n+1>'} et {vp} = {anz®}:

- g 2 2n—2k - E_ 9n—k 2n+1
= B edianr Ly B L ol n
n ;( @R T itk kz_o( S ar+1i)?
Or cette série produit est réduite a x.

Par unicité des coefficients d’une série entiére de rayon non nul, on peut identifier terme a terme
les coefficients :
-pour n =0, on ap =1 (RO)

n

oy
-pourn>1,0= E(—l)k(zkni_i_kl)' , ce qui donne en transposant le terme d’indice k = 0:
k=0 ’

n

an = ;(—1)“1(22";’1)! (R1)

Cette derniére relation permet de calculer le terme a,, en fonction des termes précédents.

OO 2n+1
x
e Synthése : réciproquement le produit des séries entiéres E (—1) m
n !
n=0

(arn) est définie par les relations (R0) et (R1) donne, pour tout z inférieur en module au rayon de
convergence R de la deuxéme série :

wg=zetVn>1,w, =0
0 x2n+1 0

o0
" et E a,x>" o la suite
n=0

E E 2
donc (—1)nm An T n = x
[o.¢]
soit encore g anx’t = .:1:
0 S T

e On vérifie par récurrence que |a,| < 2", ce qui montre que R > 1/2
e Enfin, on calcule les 20 premiers coefficients par :
> N:=10; a[0]:=1;
for n from 1 to N do
b:=0;
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for k from 1 to n do b:=b-+(-1)"(1+k)*a[n-k|/(2*k+1)! od;
a[n]:=b;
od;
e On peut vérifier ce calcul par le DL directement donné MAPLE :
>series(x/sin(x),x=0,21);

Sujet 37-183 (ENSAM)

Déterminer la limite et un équivalent de la suite (u,) définie par :

1
up >0 et VneN, upy1 =up + —
Ny,
SOLUTION :
Exercice 1 :
e Par recurrence, il est immédiat que Vn > 1, u, >0

1
alors Vn € N, up11 —u, = —— >0 et la suite (uy,) est croissante.
nu

Dés lors, il n’y a que deux poss?bilités :
- soit la suite converge vers une limite réelle [.
- soit la suite diverge vers +oo
Si la suite convergeait vers un réel [, alors, par croissance, Vn € N*,0 < u; < u, et en passant a

le limite quand n — +o00, on obtiendrait 'inégalité 0 < u; <1
I . . n—-+oo 11 . N .
Légalité wupy1 — up = o donnerait alors wupy1 —un  ~ T ce qui entrainerait que par
équivalence, la série {u,41 —un} divergerait (puisque Y. 1 diverge) et la suite (u,) aussi. De par
cette contradiction avec I’hypothése de départ, on en conclut que la suite (u,) ne converge pas, et donc
qu’elle diverge vers 4oco0.

donc llm Up = +OO
n—-+o0o

e Soit a € RY.

1\° 1 \*®
V2 L, (un)” = <u+nu) S K”nug) 1]

a a n—+oo g (67 . (0]
(Un41)® —upy — ~ 7 up <nu2> Tl
n n

. 2 2 n—-+00 2
En prenant o = 2, on obtient (up41)” —u;, =~ -
Ce sont deux séries divergentes & termes positifs équivalentes. On sait qu’alors leurs sommes

partielles sont équivalentes :
n n

—4 2 —4
> ((wpr)® —ug) "= - "% 2In(n)
k=1 k=1
(uns1)? = 1 "R (upgr)? R 210(n)

d'ott u, "R v2In(n —1) " V2 Inn
’ unn_:\—foo\/ﬂnn‘

Sujet 38-183 (CENTRALE)
" z\" n 11 1 1
1—M0ntrerque/0 (1_E> ln(m)dx:n+1<1nn—1—2—3—...—n—n+1)

“+o0
En déduire la valeur de / e tint dt
0

+oo
2- Montrer que la fonction f:z +— / e Intdt est solution d'une équation différentielle sur un

0
intervalle & préciser et en déduire la valeur de f(x).

SOLUTION :
Exercice 1 :

n n 1

1- o / <1 - E) In(z) dx = / (1 —w)"In(nu)ndu  (par le changement de variable x = nu )
0 n 0

%)



1 1
:nlnn/ (I —u)"du+n
0

(1 —u)"Inudu
(1 — )17t 1— (1 — )7 +! 1 L1 (1 )nt!
:nlnn[(“)] n [Wlnu} / il Gl AR
n+1 0 n+1 o Jo (n+1u
14 o n+1
N /1 (1—u) du

n+1 n+1 1—(1—u)
(en effet 1 — (1 —u)"*! = P(u) € R[u] avec P(0) = 0 et donc lin% P(u)In(u) = 0)

/Dn<1—i>nln(m)dx:nn1 n—nilfol(1—|—(1—u)+(1—u)2+...+(1—u)")du

+1
n n 1 1 ! (1 — u)k+! 1
= Inn— —— 1+ - 1 —w)fdu = — =
ntl o +1< +2+ -t +1> (Car/o( u)tdu [ k+1 |, Py

" n 1 1
/ (1 - f) In(z) dx = Inn — (1 ot > + >
0 n n n+1

En utilisant le developpement 1 + + + —=Inn+~vy+e, ou lim(e,) =0,

/n(l x)n n(z)d 1 (Inn+v+e,) + ! - + !

- — x— nn— nn 9 — —Y — €&

0 n Tre T T nrl\ T
N—— _

—1 —?:’Y
donc| lim /n (1 - E)nllfl(aC) dr | = —
n—-+oo 0 n B v

e Soit f,, la fonction définie sur |0, 4o00[ par :

Vt € [0,n], fno(t) = (1 — 7i)nlnt et Vt €|n,+oo|, fn(t) =0

TTNS—

t n
Soit t €]0, +o0], fixé. Pour tout n > ¢, t € [0,n] et f,(t) = (1— > Int = "0 In¢
n

et puisque nln <1 — t) "R g <t> = —t, lim f,(t) =e ‘Int

n n n—+o00
La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonction g : ¢t — e 'Int

- La fonction h : u — In(1 —u) est concave car h”(u) = _71)2 <0
0 —
La courbe de la fonction h est donc au dessus de la tangente au point 0.
donc Vu €] — oo, 1[, h(u) < —u  (h(0) =0 et K/ (0) = —1)
donc Vt € [0,n], In (1 - t) < _t , nln (1 - t> < —t et <1 — t) <et

n n n n
d'ott Vn € N* )Vt €]0,+oo[, |fu(t)] < e tInt| , cette derniére fonction étant une fonction de la

variable t seule, continue et intégrable sur |0, +ool.
On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée et affirmer que :

lim +OO fn(t)dt = /+OO g(t)dt
0

n—-+00

—+00 n t
or / fa(t)dt = / <1 — ) Intdt puisque f, est nulle sur [n, +oo[,
0 0 n

+oo t +o0o
donc lim <1 — ) Intdt = / e tntdt
0 n 0

n—-+o0o

+oo
Compte tenu du calcul effectué précédemment, / e tlntdt = —
0

2- @ Notons h(z,t) = e “Int et soit a > 0.
Oh
-V € [a, +oo[, Vt €]0, +o0], a—(a:,t) = —te " Int
x
-Vt €]0,4+00[ , la fonction x — h(z,t) est continue sur [a, +00],

de méme que la fonction x — a—(:c, t)
x

- Vz € [a,400[ , la fonction t — h(z,t) est continue et intégrable sur ]0, +o00],

de méme que la fonction ¢t — —(x, t)

- Vz € [a,+o0[, Vit €]0, +o0],

%(x,t) ‘ = [te ™ Int| < te | Int| (3)
x
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(fction intégrable sur ]0, +oo[ car continue sur [0, +oo[ et dominée par ¢ — 7 en +00)

Le théoréme de dérivation sous le signe / nous permet alors d’affirmer que f est de classe C! sur

T 9h
[a, +oo[ et que  Vz € [a, +oo[, f/(z) = / %(x,t)dt
’ T 9h oo
Ceci étant vrai pour tout a > 0, Vz €]0, +oo[, f'(z) = / %(x,t)dt = —/ te  Intdt
0 0

e Soit = > 0. Pour tout segment [a,b] C]0, 00|,
b

b et 1 b
/ e tintdt = [ tlnt] +/ e "(Int + 1)dt
a -z a T Ja

1 1 b b
= —(e"@glna — e blnb) + — </ e~ ntdt + / eztdt>
x a a

x
En passant a la limite quand @ — 0% et b — 400, on obtient :

+o0o 1 —+o0 “+o0
/ e ntdt =0+ — < / e ntdt + / e‘”dt)
0 x 0 0

it @) =1 (10 +3) = @+ sw =1

la fonction f est solution sur l'intervalle |0, 4+o00[ de I'équation diffférentielle (E) :

Donc

, 1
2y +y=——

e On peut intégrer cette équation par la méthode classique, en intégrant d’abord 1’équation homogeéne
associée, puis en recherchant une solution particuliére de ’équation compléte par la méthode de vari-
ation de la constante par exemple.

On peut aussi dans le cas présent remaquer que = — zy'(x)+y(x) est la dérivée de = — zy(x)

1
donc : Yz €]0, +oo[, 2y (z) + y(z) = -— = I\ € R,Vz €]0, oo, zy(x) = —Inz + A

A—1
—  JAeR,Vz €]0, +oof, y(z) = T”
) ) A—Inzx
e f étant I'une des solutions de (FE) sur ]0,4o00[, IX € R,Vz €]0,4+00], f(x) = —

—+00
Mais, d’aprés la premiére question, f(1)= / e tIntdt =—~
0

A—Inl
1
et finalement | Vz €]0, +o00[, f(z) = ——-—

donc f(1)=—y =

et A= —v

Sujet 39-183 (ICNA)

Etudier la suite (u,) définie par la donnée des réels ug et uy et par la relation :
1+ u,

VneN, upio = Upe] ——————
s Un+ n+ 1+Un+l

SOLUTION :
Vn €N, upio(l+ tupy1) = tnp1(1+ uy)
En notant w, = up4+1(1 + uy,), la relation précédente s’écrit : Vn € N, w41 = wy,
La suite (wy,) est donc constante : Vn € N, w,, = wp = u1(1 4+ up) = up+1(1 + uyp)

Si I'un des termes de la suite, u,, est nul, alors wu,11 = =0 et la suite (u,) est nulle

a partir du rang p.

donc - si wg = 0, la suite (u,) est nulle & partir d’un certain rang.
wo

1+ u,
La suite (uy,) vérifie une relation de récurrence homographique.

-siwy # 0, alors Vn > 1, upy1 =

Les points fixes de la fonction homographique ¢ — sont les racines de I’équation

224+ —wy=0
Le discriminant de ce polynome est A =1+ 4wy
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1cas : si A < 0 (c’est a dire wg < —1 ), Péquation n’a pas de racine réelle et la suite réelle (u,) ne
peut pas converger. C’est une suite divergente.

2M€cas : A =0, c’est & dire wy = —%

alors 'équation 22 + z + i =0 a une racine double, a = —%.
Si pour un certain p, a, = —%, alors Vn > p,u, = —% et la suite est stationnaire de valeur —%
1
Dans le cas général, considérons la suite (v,) telle que v, = w1
Unp, 5
1 1 4 4(1 4 u 2(un +3) +1
alors, Vn, vp41 = T = —3 = — = 2( 7{): (un 2)1 =2+,

La suite (vy,) est une suite arithmétique de raison 2. Donc Vn € N, v, = vy + 2n.
Il s’ensuit que lim(v,) = +oo et ’ lim(u,) = _% ‘

3MCcas : A > 0, c’est a dire wg > —i
alors I’équation 22 4+ x —wg = 0 a deux racines réelles distinctes, qu’on notera « et f3.

Si pour un certain p, a, = 3, alors Vn > p,u, = (3 et la suite est stationnaire de valeur (3
Up —

Dans le cas général, considérons la suite (v,,) telle que v, =

n
Unt1 — @ Then — Q@ wo—a(l+u,) o +a—a(l+u,)
i1 =B T B wo—B(l+un) BB B+ u)
a(a—un)_gun—a o

T BB —u,)  Bun—8 B

n
. . . . o} e
La suite (vy,) est une suite géométrique de raison B Donc Vn € N, v, = vg (ﬁ) .

Les racines «a et 3 sont des réels ni égaux ni opposés. Notons « celui qui a la plus petite valeur
absolue : 0 < |a| < |B] (a= % et B = %)

alors, Vn, vp41 =

Alors |2] <1 et donc lim(vy,) = 0, qui entraine finalement que’ lim(u,) = a = % ‘

5 -

Vn € N*| a9, (f) = 0. ‘

J::O
a::>0
1) o
<A

n—-+oo

28



